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从可积模型的双线性形式出发，可以得到关于方程场变量或某种势所存在的所有方向都是指数局域的

)*+,-+.解或除一个方向外指数衰减的“/+0-1+22”解3以（"4"）维和（$4"）维5)6类型方程为例，对孤子（)*+,-+.7
或“/+0-1+22”）间的相互作用进行了详细的研究，发现孤子间的相互作用规律与方程的维数和类型无关3只要方程的
多孤子解形式符合8-*+19标准形式（所有耦合系数均不为零），孤子之间的碰撞是弹性的，否则就是非弹性的3
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" 引 言

自从反散射方法发展以来，人们已获得了许多

（"4"）维和（$4"）维可积模型及相应的孤子激发模
式3这种激发模式的局域性和稳定性，引起人们对
该现象的极大兴趣3
虽然（"4"）维可积模型的孤子结构和性质已被

了解得较为透彻，但高维模型中的孤子结构尤其是

相互作用性质有待进一步研究3最近，由于=+-1-，

>?+.，@9*1-.9和A?,B-.?00-［"］的开拓性工作，关于
（$4"）维模型中，称为)*+,-+.的指数局域孤子解
的研究已引起了不少物理学家和数学家的兴趣3一
般而言，)*+,-+.解由两个或更多个非平行的直线
隐形孤子形成3如对于C9D?E和/1?F9*17+.（C/）［$］

及G-HI.-JKG+D-J+DK6?7?0+D（GG6）［!］方程，它们的

)*+,-+.解由两个垂直的隐线孤子［"，(］形成3而对
于59)+,17?DKA?1D-97ID-0-（5A）方程［#，<］，)*+,-+.解
则由两个非垂直的隐线孤子构成3又对某些非线性
模型而言，如C/，GG6和反对称的GG6［&］方程，

)*+,-+.解存在于物理场本身3而对另外一类像5A
和破裂孤子方程这样的非线性模型，则)*+,-+.解
只对某种势场才存在［#，’］3不久前更普遍的由曲线
和直线孤子形成的)*+,-+.在某些（$4"）维非线性
模型中被发现［:，"%］3

本文研究可积系统中孤子的相互作用3孤子现
象在自然科学，如等离子体物理学、声学、流体力学、

非线性光学、纤维光学、固体物理学等众多领域有着

广泛的应用前景3孤子的相互作用性质是孤子能否
更好地实际应用的关键因素3因此可积模型中孤子
相互作用性质的研究是十分有意义的课题3长期以
来人们普遍认为（"4"）维可积模型中孤子的相互作
用是弹性的，这意味着在相互作用孤子间没有能量

和动量的交换3由于实际问题所面临的往往是（$4
"）维和（!4"）维局域激发模式，这些局域激发模式
在相遇过程中会有什么现象是本文关注的问题3虽
然这方面工作曾有一些结论不同的报道［""，"$］，然而

关于引起相互作用结果的原因却无人问津3本文试
图借助于几何分析方法探究孤子（)*+,-+.7）间产生
不同相互作用的原因，探究非弹性相互作用发生在

（"4"）维可积模型中的可能性3为此，详细地研究
了两个5)6类型方程的孤子相互作用3

$ 两个5)6类型方程的多孤子解

$%&（$’&）维"(()方程的多*+,-.,/解

LGG6方程
（!"!#$!"!!%）&·&’% （"）

可以看作是不可压缩流体的模型［"!］3式中! 算符
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被定义为

!"#!$%!&’(·)!（!#*!#+）"（!%*!%+）$

·（!’*!’+）&(（#，%，’）

,)（#+，%+，’+）-（#+.#，%+.%，’+.’）/
（!）

文献［"，#$］研究了该系统的光谱变换%该方程
也可看作是&’()*+,+*-./+在文献［#0，#"］中所得
结论的（!1#）维推广%23+(4-)5和 6+5-7’839对该
方程的非经典对称性、:+’538;!性质和相似解进行
了研究［#<］%
可以证明，如果合适地定义物理场

0.1（!2）3（!2）35（(）

!（4#!#56#!%）（4!!#56!!%）35（(），（=）

则（#）式拥有单9()/’)5解%（=）式中的4#，4!，6#，

6!应该被选为使得线性算符1（!2），3（!2）能够
湮没两个线孤子

(.#58>?（"#）58>?（"!）57#!8>?（"#5"!），
（$）

"8.&8#598%5:8’5@)5-*!!8·"85@)5-*%，
（0）

;8.（&8，98，:8） （8.#，!），7（;8）.A，

7#!.*
7（;#*;!）
7（;#5;!）

， （"）

亦即在空时（##，%#，’）中，线性算符1（!2）和

3（!2）湮没了两个线孤子，而在两个线孤子的交叉
点上留下了一个9()/’)5%即两个非平行的隐线孤
子形成了一个9()/’)5解%从（=）—（0）式可以看
出，如果作空间变换

&##59#%.&##， &!#59!%.9%#，

#!&#9!*&!9#"A， （<）

并在方程（=）中选定常数4#.*
9#9
#
，6#.

&#&
#
，

4!.
9!&
#
，6!.*

&!&
#
，那么（=）—（0）式可变换为

0.（4#!#56#!%）（4!!#56!!%）35（(）

!!##!%#35（(）， （B）

(.#58>?（"#）58>?（"!）57#!8>?（"#5"!），

"#.&##5@)5-*/，"!.9%#5@)5-*/（C）
采用&’()*+发展的一般方法［#B］，方程（#）的< 线孤
子解可以表示为

(.#5#
"

8.#
8>?（"8）5#

"

8$=
78=8>?（"85"=）

5#
8$=$>
78=7=>78>8>?（"85"=5">）5⋯

5 %
8$=
78（ ）=8>?#

"

8.#
"8， （#A）

式中

78=.*
7（;8*;=）
7（;85;=）

.*
（98*9=）（:8*:=5（&8*&=）=）
（9859=）（:85:=5（&85&=）=）

/

（##）
显然48，68 依赖于98，&8，所以（B）式给出的多

9()/’)5-解只对特殊形式（能够湮没所有孤子）的线
性算符48!#568!%存在/换言之，在新的坐标空间，
允许存在的线孤子必垂直于新的坐标轴##，%#/作
为例子，以下写出三个孤子解(的确切形式：

(.#58>?（"#）58>?（"!）58>?（"=）

57#!8>?（"#5"!）57#=8>?（"#5"=）

57!=8>?（"!5"=）

57#!7#=7!=8>?（"#5"!5"=）/ （#!）
很容易证明除了&’()*+标准三孤子解（#!）式，方程
（#）还存在其他形式的三个孤子解：

(.#58>?（"#）58>?（"!）58>?（"=）

57#=8>?（"#5"=）57!=8>?（"!5"=），（#=）

&#.A，:8.*&=8，

7#=.*
（9=*9!）（9!59=*#）
（9!59=）（9!*9#*9=）

，

7!=.*
（9=*9!）（9!*9=）
（&!5&=）（9!59=）

（#$）

和

(.#58>?（"#）58>?（"!）57#=8>?（"#5"=）

57!=8>?（"!5"=）5$8>?（"#5"!5"=），
（#0）

:8.*&=8，"#.&##5:#’，"!.&!#5:!’，

"=.9!%，$ .（7!=*7#=）
（&!*&#）
（&!5&#）

/

（#"）

!"!（#$#）维%&’类型方程的多孤子解

考察下面这个浅水波中的（#1#）维方程［#B］：

0’*0##’*=00’5=0#&
D

#
0’9#50#.A/

（#<）
定义(为

0.!（3)E(）##， （#B）
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方程（!"）可变换为双线性形式

!"（!#$!#!#"%!"）&·&’$( （!%）
方程（!%）的多孤子解形式可由（!$）式表达，但!)，

*)和+),应具有下述形式：

!)’-)"%*)#%!)$，*)’
-)

-#)$!
，（#$）

+),’$
+（.)$.,）
+（.)%.,）

’$［（-)$-,）（*)$*,）

$（-)$-,）&（*)$*,）%（-)$-,）#］／

［（-)%-,）（*)%*,）$（-)%-,）&（*)%*,）

%（-)%-,）#］( （#!）

& ’()*+),-，“.)/+0)11”和孤子间的相
互作用

在（!2!）维情况下，人们认为孤子间的相互作
用是弹性的3这意味着孤子在碰撞过程中不发生能
量和动量的交换3亦即除了位相漂移，孤子的速度
和形状都不发生改变3
我们希望知道发生在（#2!）维可积模型中的

4+)*+),-相互作用是否会具有类似的性质？同时也
想确认（!2!）维可积模型中是否确实不存在非弹性
相互作用？在（!2!）维和（#2!）维可积模型中孤子
间的相互作用规律是否相同？

由于多4()*+),，“.)/+0)11”解的复杂性，解析研
究4()*+),，“.)/+0)11”和孤子间的相互作用比较困
难，下面采用的图形分析方法，可以更直接地反映其

相互作用现象3
图!为5667方程关于物理场

/’#（/)8&）"!0! （##）

的双4()*+),-相互作用图，式中&由（!#）式确定，
形成双4()*+),-的三个线孤子由下式表征：

!!’"%
!
#0$#’"!$#

，

!#’
&
#"%

&
#0$

#"
9#’

&
#0!$

#"
9#
，（#&）

!&’
!
#"%

!
:0$

!
9#’

!
#"!$

!
9#(

依据（#&）式参数的选取，（!#）式中的耦合系数+!#，

+!&和+#&均不为零3在图!（;）—（<）中，时间分别
取为=#$，$，#$3图!（4）为与图!（;）—（<）相对应
的两个4+)*+),-相互作用前后的等势截面图3

图! 5667方程关于场量/（由（!#）式确定）的双4()*+),-相
互作用图 相应的时间：（;）为#>=#$，（?）为#>$，（<）为#>
#$，（4）为一幅与（;），（?）和（<）相应的等势截面图（/>=$($@）

从图!可清楚地看到两个4()*+),-相互作用
前后的形状完全相同，但存在位相的漂移3这意味
着除了位相漂移，4()*+),-在相互作用过程中没有
能量和动量交换，即碰撞是完全弹性的3
图#为 5667 方程关于物理场（##）式的

4()*+),与“.)/+0)11”相互作用图3（##）式中函数&
由（!&）式确定，三个隐线孤子由公式

!"&&期 阮航宇：可积模型中孤子相互作用的研究



!!!
!
""!

!
""!
，

!"!"#$"%#&!"#!%#&， （"$）

!%!%#$
%
""%"&&!%#!%"&&

确定’图"显示了一个非常有趣的现象，即相互作
用前的一个“()*+,)--”和一个./)0+)1在相互作用之
后合并成一个“()*+,)--”’

图" 2334方程关于场量’（由（!%）式确定）的./)0+)15
“()*+,)--”相互作用图 相应的时间：（6）为&789，（:）为&7;，
（<）为&79

图%为2334方程关于由（""）式所确定的’
的双“()*+,)--”相互作用图’其中函数(由（!=）式确
定’（!=）式中已选定)"%!!，)!%!%*形成双
“()*+,)--”的三个线孤子被选为

!!!"#%#&!"#!%#&，

!"!#%&!#!%&， （"=）

!%!
$
="!

$
="!*

图$和图=为（!>!）维?.4类型方程（!&）关
于场量’的两个孤子相互作用图’图$中两个孤子
选为

"&% 物 理 学 报 =;卷



图! "##$方程关于场量!（由（%&）式确定）的“’()*+(,,”-
“’()*+(,,”相互作用图 相应的时间：（.）为"/01，（2）为"/
03，（4）为"/5，（6）为"/3，（7）为"/1

!%#
3
!$%

1
&"
，!3#

8
!$%

!
9"&
（31）

上述参数的选取使得函数’中的相互作用常数(%3
不为零:图;（6）为相应场量!的时间演化图:图;
清晰地显示了一维孤子弹性相互作用的性质:图&
中两个孤子由下式确定：

!%# !
9)

! !! &&（ ）9
$); !)! ! !! & %5

&&) ! ! !!! & %%
"，

!3#
!
;$)

3
&"&

（38）

由于（38）式中参数的选择，在两个孤子解中的
耦合常数(%3#5&图&（6）为场量!的时间演化
图:从图&可看到两个孤子经过碰撞合并为一个孤
子:这说明孤子间的相互作用是非弹性的:
图1和图8为方程（%8）关于场量!的三个孤

子相互作用图:图1中三个孤子由下式确定：

!%#
3
!$%

1
&"
，!3#

!
;$%

%3
8"
，

!!#
!
&$%

%5
3%"&

（39）

图8中三个孤子取为

!%#
!
9)

%
9! !（ ）! &&$); !)! ! !! & %5

&&) ! ! !!! & %%
"，

!3#
3
&$%

%3
8"
，!!#

3
&$%

%5
3%"&
（3<）

（39）式所定义的三个孤子，使得三个孤子解’中的
耦合常数(%3，(%!和(3!均不为零:图1（6）为场量

!的时间演化图:从图1可清楚地看到三个孤子碰
撞前后形状完全相同:由于（3<）式参数的选取，在
三个孤子解’中耦合常数(%3#5，(%!和(3!不为
零:图8（6）为场量!的时间演化图:在图8中发现

图;（%=%）维>6$类型方程关于场量!的双孤子相互作用
图（(%3"5） 相应的时间：（.）为"/0&5，（2）为"/5，（4）为"

/&5，（6）为场量!的时间演化图
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图!（"#"）维$%&类型方程关于场量!的双孤子相互作用
图（""’#(） 相应的时间：（)）为$*+"(，（,）为$*(，（-）为$

*"(，（%）为场量!的时间演化图

三个孤子经过相互作用合并成为两个孤子，即相互

作用是非弹性的.

图/（"#"）维$%&类型方程关于场量!的三个孤子相互作
用图（""’!(，""0!(，"’0!(） 相应的时间：（)）为$*

+!(，（,）为$*(，（-）为1*!(，（%）为场量!的时间演化图

230 物 理 学 报 !(卷



图!（"#"）维$%&类型方程关于场量!的三个孤子相互作
用图（""’#(，"")!(，"’)!(） 相应的时间：（*）为$+

,’(，（-）为$+(，（.）为/+’(，（%）为场量!的时间演化图

0 结论与讨论

本文给出了两个（%#"）（%+"，’）维$%&类型
方程的多%123425解、多“6274/288”解和多孤子解形
式9借助于图形分析手段对两个方程的%123425:，

%123425和‘6274/288’，‘6274/288:’以及孤子之间的相
互作用进行了详细研究，发现了某些相互作用规律9
如果方程的多孤子解符合;412/*标准形式（即在

;412/*标准解中所有耦合系数均不为零），则

%123425:或孤子间的相互作用是完全弹性的（除了
位相漂移，没有能量和动量的交换）9如果;412/*标
准解中某个耦合常数为零（或多孤子解形式偏离

;412/*标准解），%123425:间或孤子间相互作用是非
弹性的9亦即在这种情况下，%123425:或孤子碰撞
后发生了形变9事实上，这种非弹性作用可以看作
是解的共振现象［’(］9本文研究表明，孤子间的相互
作用规律与维数无关9由于绝大部分（"#"）维可积
模型多孤子解中的耦合系数不允许取为零，所以模

型中只存在弹性相互作用的孤子解9这就是长期以
来人们普遍认为（"#"）维孤子的碰撞是弹性的原
因9我们认为这种观点应该进行修正9不管可积模
型的空间维数是多少，只要;412/*标准解中的相互
作用常数允许取为零，一定存在非弹性的孤子相互

作用9
众所周知，双线性方法是寻找非线性演化方程

精确解行之有效的手段9实际上，非线性演化方程
的双线性形式也是判断孤子相互作用性质的一种方

便形式，依据可积模型的双线性形式，可以判断多孤

子解中的相互作用常数是否可以取为零，由此可推

断在该模型中存在的局域激发模式是否存在非弹性

的相互作用9
本文给出了两个$%&类型方程的相互作用图

像9同一个模型允许存在不同的%123425（或孤子）
的相互作用现象9这些现象类似于经典粒子的碰
撞9我们知道两个经典粒子的碰撞可以是弹性，也
可以是非弹性，取决于材料的性质9本文中发现在

%123425:（或孤子）间的相互作用可以是弹性，也可
以是非弹性，取决于耦合系数是否为零9
虽然本文只给出两个方程%423425:（或孤子）相

互作用的例子，也研究了其他$%&类型方程，如（’
#"）维6*<*%*=$2/>1*方程［"’］

!$# !&&&&’?!!&&’
?
)!

)’?!&（ ）(
&
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!!!"##"$%!""#%!"$!"#"$ （#$）
和（%&’）维()方程［*］

（&$&’%&+$!#&%#）(·(")（&$，&#，&’）(·(
*$ （#’）

的",-./-01相互作用2类似的",-./-0解和相同的

相互作用规律可以在方程（#$）和（#’）中获得2这意
味着上面给出的结论应该适用于所有的（+&’）维

("3类型方程（+4’，%）2是否类似的现象可能发
生在其他的（+&’）维可积模型（+4’，%）中，值得进
一步研究2
感谢楼森岳教授和陈一新教授的帮助和讨论2
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