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研究在微重力条件下溶液法晶体生长的一个二维数学模型中晶体生长界面的稳定性问题&对晶体生长界面

为不同倾斜角度的平面的情况作了数值计算，计算结果表明有可能存在一个稳定的晶体生长界面，它应该是一个

在!"!这一端向后倾的适当形状的曲面&
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! 引 言

我们曾在一系列论文中［!—$］采用一个充满溶

液的长方体容器模型研究了微重力条件下溶液法晶

体生长的特性，假设长方体在#方向的尺寸足够

长，此模型在数学上简化为一个二维问题&在那些

论文中我们求得了在各种条件下偏微分方程组的定

态解及其弛豫特性&在晶体生长速率非常缓慢，满

足准稳态条件的情况下，作这样的处理是合理的&
同时，这样的处理也暗含了如下假设：模型的几何形

状不随时间而变化&在上述模型中并未涉及晶体的

生长，只是在最终获得了溶质浓度分布的定态解以

后，把在晶体生长界面法向上的溶质浓度梯度乘以

一个系数解释为晶体生长速率［!—+］&
在上述模型中晶体生长界面是平面（$,#）&

计算结果表明［!—+，%，!#］，在各种条件下晶体生长速

率都是%的函数&这意味着，在晶体生长时生长界

面的形状会发生畸变，这与准稳态的假设是矛盾的&
因此有必要研究这样一个问题：是否存在一个稳定

的晶体生长界面？亦即是否存在这样一个晶体生长

界面（用曲线$,&（%）来表示），以致模型中的晶体

生长界面取作$,&（%）时，晶面在$方向上推进的

速率不随%而变&如果存在这样一个曲面，则在晶

体生长的过程中其形状保持不变&
在研究晶体生长界面的稳定性问题时，须计算

在界面上晶体生长速率的分布，事实上界面动力学

效应是影响晶体生长速率的主要因素，界面上台阶

的形成对界面的稳定性有重大的影响，很多人研究

了这方面的问题［!!—!)］&在我们以前的系列论文中，

只是在文献［-］和［$］中以最简单的形式讨论了界面

动力学效应，在其他论文中略去了界面动力学效应&
计算结果表明，以这种方法处理的界面动力学效应

对计算结果有一定的影响，但并没有使晶体生长特

性发生根本性的改变［-，$］&在微重力下与地面上生

长晶体的条件的根本区别是重力水平有几个数量级

的差异，由此导致在溶液中对流的强度有巨大的差

异&因此我们希望研究对流.扩散效应对晶体生长

界面稳定性的影响，为此，采用一个类似于以前采用

的不考虑界面动力学效应的模型［!］&虽然用此模型

得到的结果与实际情况不同，但它可以把对流.扩散

效应单独显示出来，使问题单纯化，使我们清楚地了

解对流.扩散效应对晶体生长界面稳定性的影响&
为此，先对晶体生长界面为不同倾斜角度的平

面的情况作计算&图!为采用的模型和坐标系，图!
（/）表示上端前倾的情况；图!（0）表示上端后倾的
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情况!图"表示垂直于!轴的前、后侧面为梯形的

一个四棱柱容器，容器内充满了晶体生长的母液!!
方向的边长足够长，使得此模型在数学上简化为一

个二维问题"#方向的边长为$，%方向的边长为&"
左边的倾斜平面为晶体生长面，面上的温度取作常

量’#，表面处溶质浓度为’#温度下的饱和浓度(#；

右边的容器壁为溶质源，器壁表面（#$$）的温度取

作常量’%，表面处溶质浓度为’%温度下的饱和浓

度(%（(%!(#，一般说来，’%!’#）"上、下器壁表面

（%$&和%$&）的温度’取作#的线性函数，从’
$’#（#$&或#$&’()!或#$*&’()!）变到’$
’%（#$$）"微重力的取向为*%方向"

（(）晶体生长界面的上端前倾

（+）晶体生长界面的上端后倾

图" 本文所用的模型及坐标系的示意图

, 运动方程

采用在文献［,］中给出的-(.%/012’34/#方程

（忽略由溶质浓度(的变化而引起的溶液密度"的

变化，即假定系数!"&）、连续性方程、对流)扩散方

程和导热方程，并引入流函数#和旋函数$"再引

入如下的无量纲参量%，无量纲自变量*，+，! 和

无量纲函数&，’，(，)：

%,&／$，*,#／$，+,%／$， （"）

!,（$／*）"， （,）

& ,（"／*）#， （5）

’,（$,／*）$， （6）

+,（(%-(）／（(%-(#）， （7）

(,（’%-’）／（’%-’#）， （8）

其中"是流体速度，*是热扩散系数"这样就得到

下列无量纲化的偏微分方程组：
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.$，/0和1(是三个无量纲数：<(=>/%?@数、A0()B’>
数和2C@D%B’数，分别由下列公式给出：

.$,$5,3&3（’%-’#）／（-*）， （",）

/0,-／*， （"5）

1(,-／4， （"6）

其中-是运动黏滞度，,是热膨胀系数，4是溶质扩

散系数，3&是地面上的重力加速度，3是相对的微

重力水平"
容器左边的边界面（晶体生长界面）用直线*

$5（+）表示，对于图"（(）的情况，

5（+）,+’()!， （"7(）

其中!是该直线与+ 轴的夹角"对于图"（+）的

情况，

5（+）,（+-%）’()! （!为负值）"
（"7+）

对于方程组（9）—（"&）的边界条件类似于文献［6］中

的边界条件，可以表示为
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其中（$!%）式适用于图!（%）的情况，%（"）由（!(%）

式给出；（$!&）式适用于图!（&）的情况，%（"）由

（!(&）式给出)

’ 坐标变换

在计算时，把!，" 坐标系变换为!!，"!坐标

系是比较方便的，变换公式为

"!$"， !!$
!&%（"）

!&%（"）’ （$*）

此变换把图$（%）或（&）所示的梯形变换为图$（+）所

示的边长为!和"的长方形，同时把图$（%）或（&）

所示的不均匀网格变换为图$（+）所示的方形网格)
图$ 坐标变换及网格变换

偏微分方程组（,）—（!"）经坐标变换后变为
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同时边界条件的公式也变为
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& 计算与结果

采用 图#（,）所 示 的 网 格，将 偏 微 分 方 程 组

（#*）—（#-）连同表示边界条件的（#$）—（%+）式化为

差分方程组，用带弛豫参量的迭代法［"*］求方程组的

数值解.在计算中各个参数的取值为’("*)"!&

或*)"!*，*+"+，,-""!#，""!&#，’()%/!.
%%0*，!."&#$，!.!%+%，!，1!.!%+%，1!."&#$，

1!.%%0*.在求得#，$，!，&的稳态解以后，把求

得的$（#"，!"）变换回到#，!坐标系，在#，!坐

标系中计算晶体生长界面上各点的晶体生长速度&

图% 晶体生长过程示意图

图%表示晶体生长的过程.在晶体生长界面上

溶质浓度梯度的方向垂直于晶体生长界面，因此晶

体生长速度的方向也垂直于晶体生长界面，用!,2
表示无量纲化晶体生长速度.在.时刻界面处于/
位置，在.0".时刻界面移动到1位置（见图%），/
直线和1直线之间的距离为(2"3,2".，界面在#
方向上推进的距离为

(-" (2,34%"
3,2".
,34% &

（%0）

所以界面沿#方向推进的无量纲化速率（称为无量

纲化的#方向晶体生长速率，用3,2，# 表示）为

3,2，# "
(-
"."
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,34%

， （%-）

无量纲化晶体生长速度由下式给出［&］：
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其中#-是晶体的密度，算符
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不难证明，此式对于图"（6）的情况（%为负值）依然

成立&以上式中的"#，"!和#各为#方向、!方向和

界面法向的单位矢量（见图%）.
通过计算得知3,2，# 是! 的函数，计算结果如

图&所示&由图&可知，"）当%!!时，#方向晶体

生长速率随!而增大，而且倾角%越大，则增大的

比例也越大&这说明，当晶体从#"!平面开始往

前 生长时，由于!""这一端的生长速率较大，晶
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（!）!""#$%&’

（(）!""#$%&#

图’ 晶体生长表面呈不同倾斜角度时，# 方向晶体生长速率

随$的变化

体生长界面的$%!这一端将逐渐向前倾，而且倾

斜角度越来越大&)）当"!&时，#方向晶体生长

速率作为$的函数是一条’形的曲线，而且对于某

个"值，#方向晶体生长速率在$%&和$%!这

两端是相等的*
上述结果在物理上可以这样解释：当"%&时，

容器内的流线图由文献［%］的图’和文献［)］的图’

给出，在本文的情况下，流体是逆时针方向流动的&
溶质源在右边，在容器上部溶液从右向左流动，这样

导致在晶体生长面的上部晶体生长速率较快，下部

晶体生长速率较慢（见图’（!））&在容器左上角是直

角，而流线是平滑地弯曲的，因此在角上溶液的流速

为零&这导致在对流较强（!"较大）时，虽然总的说

来晶体生长面上部的晶体生长速率比下部的快，但

是在 最 上 端 的 晶 体 生 长 速 率 反 而 变 小 了（见 图

’（(））&当"!&时，容器左上角变成锐角，溶液更不

容易流入这个角&因此与"%&的情况相比，晶体生

长界面上端的晶体生长速率变小；而在界面的下部

溶液的流向是朝着生长界面的，所以与"%&的情

况相比较，晶体生长速率变大&这样(+,，#)$ 曲线

变成’形了*
虽然 对 于 某 个 负 的" 值，(+,，#（$ %&）%

(+,，#（$%!），但是由于#方向晶体生长速率仍是

$的函数，因此这个向后倾的平面形晶体生长界面

仍然是不稳定的&但是如果把以适当角度后倾的平

面修正为适当形状的曲面，有可能使得#方向晶体

生长速率不随$而变&

# 结论与讨论

计算结果表明，对于我们所采用的模型有可能

存在一个稳定的晶体生长界面，它应该是一个上端

以适当的角度向后倾并取适当形状的曲面*当模型

中的晶体生长界面取作这样一个曲面时，#方向晶

体生长速率是常量，不随$ 而变，在晶体生长过程

中界面的形状保持稳定不变&我们已经设计出一个

计算方案，下一步工作是设法把稳定界面的形状#
%*（$）计算出来（如果存在）&

在本文采用的模型中，只考虑溶液中的对流-扩

散作用，不考虑晶体的晶格结构及其对晶体生长的

影响*实际上，晶格结构对晶体生长的影响是不可

忽略的，例如，晶体生长速度是各向异性的，沿不同

方向的晶体生长速度有相当大的差异；在原子或分

子落到晶面上形成台阶的时候，晶体生长速率将会

显著地加快（与平坦晶面的生长速率相比较）*在本

文的模型中不考虑这些重要的效应，所以本文计算

得到的晶体生长速率与实际情况相比可能有相当大

的差异，计算结果只是反映了微重力条件下溶液法

晶体生长过程中对流.扩散效应对晶体生长速度的

影响*
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