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建立转动系统相对论性()*+,-..动力学的基本理论，给出其()*+,-..函数和()*+,-..函数组、/.0..作用量、

/.0..1()*+,-..原理、/.0..1()*+,-..12’345675*8原理，以及()*+,-..方程9并研究转动系统相对论性:0;*0<;5力学、

=06)48-<力学与转动系统相对论性()*+,-..动力学之间的关系，证明完整保守、完整非保守转动相对论系统都可纳
入转动相对论()*+,-..系统9
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!国家自然科学基金（批准号：&??"%$&$）及河南省自然科学基金（批准号：?’!$@>&$$和??’$!$$’$）资助的课题9

& 引 言

自旋运动是微观粒子的固有属性9&?"?年，

(5<;8AA-<和B*0C5<D-*.精确测量&!种核子的自旋
转速最大值，结果表明各核子的自旋转速最大值各

不相同［&］9随着科学与技术的进步，越来越多的实
验现象与高速转动问题有关9E0*654)于&?’@年建
立了转动相对论力学理论［%—@］9&??#年以来，我们
建立了转动系统的相对论性分析力学理论，给出其

多种形式的变分原理和运动方程，研究了其代数结

构、F-58,5*对称性和:)5对称性［#—?］9最近文献
［&$，&&］进一步探讨了具有质量分离或并入的变转
动惯量系统的转动相对论理论9&??%年以来，梅凤
翔等人在文献［&%，&>］基础上建立了()*+,-..系统
动力学，构造了理论框架［&!—&’］9()*+,-..力学比

=06)48-<力学更为一般，=06)48-<力学在近代物理
学领域已得到广泛应用，()*+,-..动力学在近代物
理学领域也理应扮演重要角色，最近文献［&?］给出
了相对论性()*+,-..方程及其:)5对称性与守恒
量9本文建立转动系统相对论性()*+,-..动力学的
基本理论，探讨它与转动系统相对论性:0;*0<;5力
学、=06)48-<力学之间的关系，并证明完整保守、完
整非保守转动相对论系统都可纳入转动相对论性

()*+,-..系统9本文旨在为解决高速转动系统问题
提供理论支撑，并为经典()*+,-..动力学这一新的

力学应用于现代物理学提供桥梁9

% 转动系统相对论性()*+,-..动力学
的基本原理

采用重复角码表示求和的约定9原理
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（!"&，⋯，%(） （&）
称为/.0..1()*+,-..原理［&>］，其中!称为/.0..作用
量，’（#，!）称为()*+,-..函数，$!（#，!）（!"&，⋯，

%(）称为()*+,-..函数组)该原理是一个普遍的一
阶积分变分原理)
+,- 转动相对论系统的(’.’’作用量
研究*个粒子构成的力学系统绕定轴的转动，

在#时刻第+个粒子绕定轴的角速度为
·
"+，+粒子的

极限角速度为#+，经典转动惯量为,-+，其相对论性
转动惯量为［@，#］
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构造转动相对论系统的()*+,-..函数’$ 和

()*+,-..函数组$$!（!"&，⋯，%(），即

’$G’$（,+（#，!），#，!）， $$!G$$!（,+（#，!），#，!）
（!G&，⋯，%(；+G&，⋯，*）) （>）
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转动相对论系统的!"#""作用量可以定义为

!! ""
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&(!（%&（#，!），#，!）｝’#) （(）

!"! 转动相对论系统的#$%$$&’()*+,$$原理

把原理
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（!"%，⋯，$,；&"%，⋯，-） （+）
称之为转动相对论系统基本形式的!"#"",-./012""
原理3
原理（*）式可以展开为
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（!，$"%，⋯，$,；&"%，⋯，-）， （4）
其中用到条件（+）式)令

$(! "$(!（#，!）"(!（%&（#，!），#，!），
$$!! "$$!!（#，!）"$!!（%&（#，!），#，!），

（5）
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那么原理（4）式可以写为
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") （!，$"%，⋯，$,）) （%)）
把原理（%)）式称为转动相对论系统标准形式的

!"#"",-./012""原理)

!"- 转动相对论系统的#$%$$&’()*+,$$&.’/01231)4
原理

在原理（*）和（+）式中，注意到等时变分下变分

!与积分"的可交换性，并注意到积分区间［#%，#$］
的任意性，得到

!｛$!!（%&（#，!），#，!）/’!*(!（%&（#，!），#，!）｝")
（!"%，⋯，$,；&"%，⋯，-）)（%%）

把原理（%%）式称为转动相对论系统基本形式的

!"#"",-./012"",7’89:;<:/=原理)无论对于经典力
学，还是对于相对论力学，本文给出的原理（%%）式
都是一个新型的微分变分原理)
对于一个给定的物理系统，只要构造出系统的

(! 函数和$!! 函数组，便可直接利用原理（%%）式，
并注意到系统所受约束对!’$（$"%，⋯，$-）独立
性的影响，确定该系统的运动方程)
利用（5）和（6）式，可以把原理（%%）式写为
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把原理（%$）式称为转动相对论系统标准形式的

!"#"",-./012"",7’89:;<:/=原理)
原理（%$）式也可由原理（%)）式利用积分区间

［#%，#$］的任意性直接得到)

> 转动相对论系统-./012""动力学的
基本方程

-"5 转动相对论系统的’()*+,$$方程

对于只受理想完整约束或自由的转动相对论系

统，原理（%$）式中的!’$（$"%，⋯，$,）是彼此独
立的)此时，由原理（%$）式得到
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称方程（%>）为转动相对论系统的-./012""方程)
取
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则方程（%>）可以改写为
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或

·!!"!""!# !
!#"
!!# $

!!%"#
!（ ）& （#，!"!，⋯，"’）(

（!#）
称方程（!#）为逆变形式的转动相对论系统的

$%&’()**方程(!""!#为转动相对论系统的$%&’()**张
量，!""!#为!""!#的逆变张量(一般假设系统（!+）式
非奇异，即有

,-.（!""!#）#/( （!0）

!"# 自治和半自治形式的转动相对论系统的

$%&’()**方程

如果!%"! 和!#
"都不显含时间&，则系统是自治

的；如果!%"! 不显含时间&，则系统是半自治的(对于
自治和半自治系统，转动相对论系统的$%&’()**方
程（!+）有如下简单形式：

!""!#
·!#)!

!#"
!!! "/

（#，!"!，⋯，"’）(

（!1）

!"! 转动相对论系统带乘子形式的$%&’()**方程

如果系统受有约束

$%（&，!）"/ （%"!，⋯，"*；* $’），
（!2）

对（!2）式取等时变分，得到

!$%
!!!"!

!"/( （"/）

利用原理（!"）式，由通常的345&465-乘子法，得到

!!%"#
!!! )

!!%"!
!!（ ）# ·!#)!

!#"
!!! )

!!%"!
!& "&%

!$%
!!!

（#，!"!，⋯，"’；%"!，⋯，"*；* $’）(
（"!）

称（"!）式为转动相对论系统带乘子形式的$%&’()**
方程(由方程（!2）和（"!），便可确定!!和&%(
对于给定的转动相对论系统，要构造其#" 函

数和%"! 函数组，可延用746.%88%第一方法、746.%88%第
二方法、9):;46方法，以及自治系统$%&’()**函数的
一种构造方法，见文献［!+，!<］(

< 转动相对论系统的345&465-力学，
94;%8.)6力学和$%&’()**动力学

文献［#，0］中构造了转动相对论系统的广义动
能函数

+", "-./’"/（!) !)
·
("/／’"% /） （/"!，⋯，0），

（""）
证明了+", 与转动相对论系统的动能函数+,满足
关系

+", "-/
·
("/)+,， +,"-/’"/)-./’"/

（/"!，⋯，0）， （"+）
构造了转动相对论系统的345&465-函数和94;%8.)6
函数

1,（&，23，·23）"+", )4， （"<）

5,（&，23，63）"63·23)1,， 63"
!1,
!·23

（3"!，⋯，’）， （"=）
给出 了 转 动 相 对 论 系 统 的 94;%8.)6 原 理、

>’?8-;@-&.原理和94;%8.)6正则方程

"&
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1,（&，23，·23）,&"/ （3"!，⋯，’）， （"#）

),,&
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!·23
$
!1,
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（ ）3 "23"/ （3"!，⋯，’），
（"0）
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!5,
!63
，763")

!5,
!23
（3"!，⋯，’）(（"1）

下面探讨（"#）—（"1）式与转动相对论系统

$%&’()**动力学之间的关系(

+", 转动相对论系统的-./%01)2原理是原理（3）
式的特例

利用（"=）式，原理（"#）式可以写为

"&
&"

&!
1,,&""&

&"

&!
（63·23)5,）,&"/

（3"!，⋯，’）( （"2）
令

!!"
2! （!"!，⋯，’），

6!)’ （!"’$!，⋯，"’
’
(
) ），

%"! "
6! （!"!，⋯，’），

/ （!"’$!，⋯，"’
’
(
) ），

（+/）

#" "5,，
把（+/）式代入原理（=）式，立即得到原理（"2）式(这
表明原理（"#）式是原理（=）式在条件（+/）式下的
特例(

+"# 转动相对论系统的4’506/76&189.:&.2:6原
理是原理（,#）式的特例

如果%"! 不显含时间&，利用（+/）式，则转动相
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对论系统的!"#""$%&’()*""$+’,-./0.’1原理（23）式
给出

（!"#!
!$%
!&#
）"&#’（·&#!

!$%
!"#
）""#(4

（#(2，⋯，)）， （52）
注意到

"#(
!*%
!+&#
， !$%
!&#

(!
!*%
!&#
， ·&#(

!$%
!"#
，

（53）
则（52）式成为转动相对论系统的+’,-./0.’1$6#7’#87.
原理（39）式,

!"# 转动相对论系统的$%&’()*+正则方程是方程
（,#）的特例

如果-!! 不显含时间.，对于转动相对论系统

%&’()*""方程（25），利用（54）式，则转动相对论系统

%&’()*""张量为

（""!!#）(
4)/) ’2)/)
!2)/) 4)/

#

$

%

&)
， （55）

立即得到转动相对论系统的 :#/&-1*8正则方程
（3;）,显然，转动相对论系统的6#7’#87.方程也同
样是转动相对论系统的%&’()*""方程（25）的特例<

= 转动相对论系统动力学方程的
%&’()*""表示

把用转动相对论系统%&’()*""方程来描述运动
的力学系统或描述状态的物理系统，称为转动相对

论%&’()*""系统,通过第>节的讨论可知，理想、完
整、保守条件下的转动相对论 :#/&-1*8系统、

6#7’#87.系统是转动相对论%&’()*""系统在半自治
情形下的一个特例，可以直接纳入转动相对论

%&’()*""系统,
下面再给出一个例子，证实完整非保守的转动

相对论系统可以纳入转动相对论%&’()*""系统<研
究思路是把完整非保守转动相对论系统的6#7’#87.
方程表示为%&’()*""方程（25）的形式<
文献［9］给出了完整非保守转动相对论系统的

6#7’#87.方程
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!·&#

!
!0!%
!&#

(1#， 1#(23
!$3
!&#

（#(2，⋯，)；3(2，⋯，4）,（5>）
注意到（35）式，系统的广义动能0!% 表为

0!% (53
·
$33!53%33’563%33(5373#8（.，!）·&#·&8

’35393#（.，!）·&#’53:3（.，!）!53%33’563%33
（3(2，⋯，4），（5=）

其中
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!$3
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（ ）# ，

%3#(
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!&#
!
!93#
!&

（ ）8 ， （59）

利用（5=）—（59）式，方程（5>）可以展开为显式

（5373#8’
!53
!·&8
;3#）<&8(!53［8，%；#］·&%·&8’%3#

’2353
!:3
!&#
!53

!73#8
!.
·&8

!
!53
!&8
·&8;3#’

!53
!.;

3
#

!53
!93#
!.’1#

（5;）

（3(2，⋯，4；#，8(2，⋯，3)），

其中;3# (
·
$3
!$3
!&#
，%3# 为广义陀螺力，［8，%；#］为

A)&’B1*"".-符号,令2!
#8 (5373#8’

!53
!·&8
;3#，4#为（5;）

式等号右边的一串式子，假设由此可解出<&8，即

<&#(
&#=
&4=
（.，!，·!） （#，=(2，⋯，)），

（5C）
其中&(>2!

#8>’4，&#=为&中元素（=，#）的代数
余子式,
将（5C）式写为显形式，记作
<&#(?#（.，&8，·&8） （#，8(2，⋯，)）,（>4）

令

7#(&#，7)’#(·&# （#(=，⋯，)），（>2）
则方程（>4）可表为标准一阶形式
·7#(’# （#(2，⋯，3)）， （>3）
其中

’#(7)’#，’)’#(?#（.，78，7)’8）
（#(=，⋯，)）, （>5）

欲使方程（>3）有方程（25）的形式，即

·7!!’!(
!"-!#
!7! !

!"-!!
!7（ ）# +7#!!

"@!
!7! !

!"-!!
!. (4

（#，!(2，⋯，3)）， （>>）
则有
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!!!"!
!"" #

!!!""
!"（ ）! #!（$，!）%!

!&"
!"" ’

!!!""
!$

（"%!，⋯，"(），（#$）
其中!&"，!!"" 由（%）式给出)对于给定的!&

"，无论

!!"" 是否显含时间$，方程（#$）的解总是存在的
［!&］)

因此，完整非保守的转动相对论系统总可纳入转动

相对论’()*+,--系统)

. 算 例

研究常力矩 */作用下定轴高速转动物体的

’()*+,--表示)按照（"&）式构造系统的转动相对论
性广义动能函数为

+", %-·."#-$"’-/$"，-%
-/

!#·."／$# "
，

（#.）
其中$为物体定轴转动的极限角速度，-/为经典转
动惯量)方程（&#）给出

/.%
*/
-
（!#
·."
$"
）%

*/
-/
!#
·."
$（ ）"

&／"
) （#0）

令 "!%.，""%·.， （#%）
方程（#0）可化为标准一阶形式

0"!%#! （!%!，"），
即

#!%""，#"%
*/
-/
!#
（""）"
$（ ）"

&／"
) （#1）

易于求得方程（#1）具有两个彼此独立的第一积分

%!%
-/
*/
$23（4)56(7"

"

$
）#$， %"%

-
*/
$"#"!)

（$/）
应用8,9:47方法［!&，!#］给出

!!""（$，!）%1&
!%&
!""
，!&"（$，!）%#1&

!%&
!$

（&，"%!，⋯，"(）， （$!）

;<2
!1"
!%!#

!1!
!%（ ）" $/) （$"）

已有

!&" %1!， !!"! %#1"，

!!"" %1!
-/
*/
!#
（""）"
$（ ）"

#&／"

’1"
-/
*/
""!#
（""）
$（ ）"

#&／"
，（$&）

取1!%%"，1"%/，满足（$"）式，则有

!&" % -*/
$"#"!， !!"! %/，

!!"" %
-
*/

-
*/
$"#"（ ）! !#

（""）"
$（ ）"

#!
，（$#）

!&"，!!"!，!!"" 都不显含时间$，则它们满足自治形式
的转动相对论系统的’()*+,--方程（!%）)（$#）式表
示的方程（!%）描述了该转动相对论系统的运动)

0 讨 论

0=! 关于转动相对论!"#$%&’’系统动力学的研究

本文建立了转动相对论’()*+,--系统动力学的
基本理论>关于转动相对论系统’()*+,--方程自身
的研究，还可以进一步给出方程的积分理论、

?,<2+<)对称性与守恒量理论、@(<对称性与守恒量
理论，以及方程的代数结构、几何描述与全局分析

等>特别是如何应用转动相对论’()*+,--系统动力
学、相对论性’()*+,--系统动力学描述给定的物理
系统的状态，是需要引起物理学家关注的课题>

()* 关于相对论!"#$%&’’系统动力学的研究

近!/余年，相对论分析力学的研究取得了进
展［"/—"#］)本文中用

23%
243

!#·""3／5# "
（3%!，⋯，6），（$$）

&"%&"（23（$，!），$，!），

!"! %!"!（23（$，!），$，!）
（!%!，⋯，"(；3%!，⋯，6），

（$.）

+" %2435"（!# !#·""3／5# "）

（3%!，⋯，6）
（$0）

分别替代（"），（&）和（""）式，则可以转化给出相对
论’()*+,--系统动力学的基本理论)

()+ 关于经典转动!"#$%&’’系统动力学

在·’3%$3的经典近似下

-3%
-43

!#
·
’"3／$"# 3

&-43 （3%!，⋯，6），

（$%）

&" %&"（$，!）%&， !"! %!"!（$，!）%!!
（!%!，⋯，"(），

（$1）

取 !#
·
’"3／$"# 3关于

·
’3／$3幂级数展开式的前两项，
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则

!!" "#$%!!%&#$%!!%"&
·
"!%
!!!（ ）
%
’"!#$%
·
"!%’!"

（%’"，⋯，(），
（#$）

那么，本文给出了经典转动%&’()*++系统动力学的
基本理论)
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