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利用求解非线性代数方程组的吴文俊特征列方法，借助计算机代数系统获得了一类较广泛的五阶非线性演化

方程的孤波解和孤子解，修正和完善了已知的结论(
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’ 引 言

非线性代数方程组的吴文俊特征列方法是处理

非线性问题的有效工具［’］(我们曾就吴方法在数学
物理方程领域的应用作过一些有益的尝试［"］(最近
文献［&］讨论了如下的一类前人曾广泛研究过的五
阶非线性演化方程：

!"#$!!%%%#&!%!%%#’!"!%#!%%%%%(#，
（’）

其中$，&，’为非零实常数，获得了一些结果)本文
将吴方法应用于方程（’），较为系统地获得了方程
（’）的准确孤波解和孤子解（包括振荡孤波），同时
给出了方程（’）拥有这些解时系数所应满足的充分
条件，修正和完善了前人的结论)
在文献中，当（$，&，’）为（&#，$#，"%#），（"#，,#，

’"#）和（’#，"#，&#）时，方程（’）称作（标准的）五阶

)*+方程［,］)它们具有以下性质：’）可以用反散射
方法求解，因而有*+孤子；"）拥有?@:A7>=*变换，由
此可生成*孤子梯队；&）拥有无穷多多项式守恒
率)当（$，&，’）为（&#，&#，’/#），（B，B，B）和（,’B，

,’B，,B）时，方程（’）称作C4D4*43)EF<G4方程［B，$］，
它们尽管不具有上述性质，但确实有多孤子解)当
（$，&，’）为（&#，%B，’/#）和（’#，"B，"#）时，方程（’）
称作 )4>H3)>H<G;I56F方程［%，/］，在一个适当的

J6>G4变换下它可化作C4D4*43)EF<G4方程)
为方便起见，称方程（’）为广义五阶)*+方程，

因为它包含标准的五阶)*+方程以及其他一些有
物理背景的演化方程(

" 广义五阶)*+方程的孤波解与孤
子解

作变换! (-／$，方程（’）可简化为

-"#--%%%#!-%-%%#"-"-%#-%%%%%(#，（"）

其中!(&／$，"(’／$")类似于文献［.］的方法，
引进非线性变换

-（%，"）(.#/7=（0（%，"［ ］））%%， /"#)
（&）

变换（&）式，将方程（"）化作关于未知函数0（%，"）
的齐次微分方程)利用齐次性，寻求齐次方程如下
形式的解：

0（%，"）(’#<KH（####），#(1%,2"
（,）

和

0（%，"）(3#<KH（####）#<KH（"（####）），

#(1%,2"， （B）
以及

0（%，"）(’#<KH（#’##’#）#<KH（#"##"#）
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!"!"#（!$!!%!!$&!!%&），

!#$%#&’(#)， #$$，% （’）
等等，可将齐次方程化作关于待定参数*，+，,，%，

(和"，#，以及*，+，"，%$，%%，($，(%和"，#的超
定代数方程组-在完成了微分方程代数化后，便可
利用吴方法在计算机代数系统上进行计算，从而获

得方程（%）的孤波解和孤子解-所获结论总结如下：

（(）若"，#满足条件
（"!%）%’)&#!&， （*）

则方程（%）有孤波解

.$$%%$’+,!-.%%% &!
+
%!

"
%（ ）$%))!!［ ］｛ ｝& ，

（/）
其中$满足二次方程

%#$%!（"!%）$!0$&， （1）

%，!&为任意常数-
上面提到的所有方程均满足条件（*）式，因此它

们有解（（/）式）2
（3）若"，#满足条件

"’$&#!$$&， （$&）
则方程（%）有孤波解

.$’0%%$’+,!-.%%% &!
+
%’

0"（ ）% %))!!［ ］｛ ｝&
（$$）

和

.$+!+%
%

%#
,!-.%%% &’ %

)!+%%!#+（ ）%)!!［ ］& ，

（$%）
其中+，%，!&为任意常数2
五阶456方程和789858:4;<!=8方程满足条

件（$&）式2
（>）若"，#满足条件

"$0／%，#$$／0， （$+）
则方程（%）有孤波解

.$+!+&%% %,!",-;,.!
$!%",-;,.（ ）!

%，

!$%&’ %)!+%%!#+（ ）%［ ］) !!&’?@",，
（$)）

其中

,$ $$’
0%%!)+
0%%!+

， （$0）

+，%，!&为任意常数2
48A#:4A#!=,.BC方程满足条件（$+）式2（$)）

式是一个新解，特别取+$&，（$)）式就是文献［/］
中（+）式给出的孤波解-（注意文献［/］中的解有一
个数值错误-）
（D）若"，#满足条件

"$%，#$+／$&， （$’）
则（$%）式为方程（%）的单孤子解，相应的双孤子解为

.$+!’#
（?@/）&&，

/$$!!"#!$!!"#!%!"!"#（!$!!%），（$*）

!#$%# &’ %)#!+%%#!#+（ ）%［ ］) !!#&，#$$，%，
其中

"$
%$’%（ ）%

%

%$!%（ ）%
%， （$/）

+，%$，%%，!$&，!%&为任意常数-
五阶456方程满足条件（$’）式2当+$&时，

（$%），（$*）以及（$/）式正是众所周知的五阶456方
程的$:孤子和%:孤子2
（E）若"，#满足条件

"$$，#$$／0， （$1）
则（$%）式为方程（%）的单孤子解，相应的双孤子解为
（$*）式，但不同于（$/）式，

"$
%$’%（ ）%

%%%$’%%%$!%%%!
+
0（ ）+

%$!%（ ）%
%%%$!%%%$!%%%!

+
0（ ）+
，（%&）

+，%$，%%，!$&，!%&为任意常数-
789858:4;<!=8方程满足条件（$1）式2取+$

&，由（$%），（$*）以及（%&）式可以导出文献［0］中所
给出的在!$0F处为零的单、双孤子-
以上准确解在计算机代数系统G(HIE上均已

得到验证2从结论（>），（D）和（E）可以看出方程（%）
系数的变化会对解产生相当大的影响2

+ 789858:4;<!=8方程的振荡孤波

从789858:4;<!=8方程

.)!..&&&!.&.&&!
$
0.

%.&!.0&$&（%$）

的双孤子解（$*）和（%&）式出发，可以构造其振荡孤
波解2事实上，若将%$和%%取作共轭复数，使得%$
$%#% $%!C&，则($$%0$!+%%$!+%%$／0和(%
$%0$!+%%$!+%%$／0也可写作复共轭($$(#% $
$!C’-定义

!$$!#% $(!C)，
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!!""##$%!!， $!%"#&$%$!，（""）
其中!!和$!分别为’#!及其共轭复数’"!的实部和

虚部&
在这些定义下，由（#$）和（"!）式，可导出

’!(%%!!)"
"#%（ ）"&’($&’()!*%"!)"%(*+$(*+)!*% )""#%（ ）"

&’($%!)&’()!（ ）*
" ， （"%）

其中!*!!%,+!)，容易看出)变为

)!
%"%%"#""#%-（ ）(
""%""#%"%%-（ ）(

& （".）

若)"#，则（"%）式对不同的"，$有奇异点，为在
（"%）式中获得振荡孤波，必须有)##，即参数"，%
以及(应满足条件

- #%%
"#"（ ）" "("-%"#"（ ）" & （"-）

这样就有结论：对满足（"-）式的任意实数"，%
和(，/0102034’5670方程（"#）有形为（"%）式的振荡
孤波解，其中!，$和)分别由（""）和（".）式给出，

#!"-##!"%%"%-"%.%("%#%("%"%#-(
""，

&!%-##!""%%%-".%#(%%%%(""%%
#
-(

"%&

（"8）
特别取(!!，（"%）式就是文献［8］中（-9%0）式

所给出的解，在这种情况下（"-）式可表述为

##""% "#
#
!%
， #
!%
""% "#&

（"$）

（注意文献［8］中的（-9-0）式有一个错误，因此
（-98:）式也不正确;）
同样的做法对五阶42<方程行不通，因此五阶

42<方程不可能有这种形式的振荡孤波解;
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