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给出两种不同方法，分别导出爱因斯坦引力理论中著名的()*+,-../0121)/3-2*1)（(03）约束方程4其一是在具

有洛伦兹号差的时空中，构造一个单参数引力场作用量，由此导出单参数(03约束方程4该参数取某特定值时对

应的就是熟知的(03约束方程4其二是将二重复函数理论运用于爱因斯坦引力场的哈密顿形式表述中，得到引力

场(03约束的二重化形式，从而也能将通常的(03约束作为其特殊情况包含其中4此外，这两种方法还能统一

地表述具有不同时空号差（洛伦兹号差和欧几里得号差）的洛伦兹引力理论和欧几里得引力理论4
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" 引 言

众所周知，爱因斯坦广义相对论是最简洁优美

的理论之一，而场方程则是广义相对论的一个重要

内容［"，%］4广义相对论的发展，在很大程度上取决于

引力场方程的严格解和它们的物理解释4因此，爱因

斯坦场方程的表述始终是人们关注的热点4
然而，爱因斯坦场方程在哈密顿形式表述下，化

为如下形式［A］：
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其中方程（"）就是以三维度规"&’及其共轭动量#%&’

为场变量的著名的()*+,-../0121)/3-2*1)（(03）约

束方程［5］，而方程（%）则是反映动力学变量随时间

变化的演化方程4
关于(03约束方程的研究，已取得了很多成

果4在此研究领域中的若干成果中，B9)=1)+［6］在具

有欧几里得（7C@:->19*）号差的时空（即度规号差为

欧几里得号差（D"，D"，D"，D"））中，构造了一个

依赖于两个实参数的引力场作用量，在哈密顿表述

下，给出含有两个参数的引力场约束方程，并且通过

调整两个参数的取值，得到了著名的(03约束［5］4
于是提出如下问题：能否建立一个新的引力理论，即

构造出一个新的引力场作用量，它只含有一个参数，

当该参数取某特定值时对应的约束方程恰是(03
约束？本文对此问题给出了肯定的回答4

我们发现，如果在具有洛伦兹号差的时空（即度

规号差为洛伦兹号差（E"，D"，D"，D"））中，构造

一个新的单参数引力场作用量，不仅能通过调整参

数值导出熟知的(03约束方程，还能利用该参数

控制时空号差，与B9)=1)+的方法［6］相比，该方法不

仅引入的参数少，而且形式简洁4
另一方面，二重复函数理论［#］已经广泛地应用

于物理学的各个领域，并已经取得若干成果［’，F］4本
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文将它运用于爱因斯坦引力场中，将四维时空二重

化，从而得到!"#约束的二重化形式，并能将欧几

里得引力理论和洛伦兹引力理论统一起来$
为了讨论方便，这里简要介绍二重复函数理论

（详细内容参阅文献［%］）$
设!为二重纯虚单位，!&’为普通（椭圆）复数

单位，满足’(&)*；!&!为双曲复数单位，满足!(

&*，且!!*"#（!）&$（!）+!%（!）则被称为二重复数，

其中$（!）和%（!）都是二重实数"当!&’时，#（!&&）

&#&&$&+’%& 为复数（或称椭圆复数）；!&!时，

#（!&!）&#’&$’+!%’ 为双曲复数"与普通复数不

同，所有的双曲复数$’+!%’（$’，%’ 为实数）只构

成一个交换环，而不是域"

( 单参数!"#约束方程

为了用一种新的方法导出爱因斯坦引力场的

!"#约束方程，这里首先构造一个单参数引力场

作用量，形式如下：

(［)$%；"］*"+,-,#)［("(-$%.（*/"(）0$%］#$#%，

（.）

其中"为引入的一个参数，-$%为爱因斯坦张量

（-$%&0$%)*()
$%0），0$%为黎曼曲率张量（0$%&

0$1%1 ），#$&
$$$

（)%1$%$$1$）*／(
，而$ 为一个固定的标

量函数，它是0 方向单调递增的，可以解释为外时

间变量［/］"
其次，按照哈密顿表述的通常步骤［0］，需对作

用量（.）式进行.+*分解"设四维时空流形为+&
%10，并且存在一个时间函数，使得2&常数的超

曲面%2同构于%"引入一个指向将来的向量场2$，

使其满足2$（32）$&*"在流形上，引入的是具有洛

伦兹号差（)*，+*，+*，+*）的度规张量)$%，并且

定义单位协变正交变量4$为

4$*
$$2

（)%1$%2$12）*／(
，

且满足

4$*)$%4%， 4$4$*/*" （-）

至此可以定义三维度规5$%，时间流逝函数6 及转

移矢量6$如下：

5$%7*58$54%)84*)$%.4$4% （5%$*&%$.4$4%），

67*/4$2%)$%， 6$7*5$%2%， （/）

其中5$% 为一个2&常数超曲面上的投影算符"通过

这些量可以写出2$&64$+6$，它们之间满足关

系式

6$4$*2，5$%4%*2" （%）

在.+*分解过程中，需定义一个对称张量，即外曲

率9$%为

9$%*51$53%

!

143*51$

!

14%， （3）

它满足9$%4%&2和5%$9%1&9$1"此外，还需用到如

下几个重要的恒等式：
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*
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5·$%*;2/5$%*(69$%.(<（$6%）" （4）

经过复杂的运算，可将作用量（.）式.+*分解

后变成

(［)$%；"］*"0,$"%,.,#56［"(（.）0

.（9(/9$%9$%）］"
（0）

由此，可以直接给出5678697’69量如下：

=*"%,.,#56［"(（.）0.（9(/9$%9$%）］，

（*2）

其中5和9分别为5$%和9$%的行列式，（.）0为类空

超曲面%上的曲率张量"
最后，为了得到相应的哈密顿量，则必须进行勒

让德（5:7:9,8:）变换，根据5$%的共轭动量>"$%和哈

密顿量’的定义
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经过冗长的计算，可导出哈密顿量为
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其中
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根据"’86;约束代数理论［*2］可知，相应的约束

方程为
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!"#!$"%!& （"#）

这就是与引力场作用量（$）式对应的单参数%&’
约束方程(

由方程（"#）不难看出，当")’时，方程（"#）变

成为
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这就是著名的%&’约束方程［,］，对应的时空度规

具有洛伦兹号差；但当")#时，方程（"#）变为
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它是时空度规具有欧几里得号差下的%&’约束，

这恰好与./01203方法给出的结果［#］一致(

$ 二重%&’约束方程

下面将二重复函数理论［+］运用于引力场中，将

四维时空流形二重化，进而将爱因斯坦4希尔伯特

（56789267:;6<1209）作用量,5;［-$"］)". 4! -*二

重化&由此不仅能导出%&’约束方程，还能实现欧

几里得引力理论和洛伦兹引力理论的统一表述(
在二重化的四维时空流形.（/）中，度规张量

-$"（/）可表示为［=］

-$"（/）%
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01 )

#

$
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其逆矩阵为
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其中/为 二 重 纯 虚 单 位&当/)6时，-$"（/）)
-$"（2）为洛伦兹时空中的四维度规；当/)#时，

-$"（/）)-$"（3）是欧几里得时空中的四维度规&
于是可将二重四维时空.（/）的引力场作用量

表示成

,5;［-$"（/）］%".（/）
(-（/! ）*（/）&（*!）

为了对二重化的作用量,5;［-$"（/）］进行$?"分

解，首先引入单位正交协变量

4$（/）%
’$5

（-"6（/）’"5’65）"／*
，

其满足

4$（/）%-$"（/）4"（/），4$（/）4$（/）%/*&
（*"）

此时对应的三维度规)$"，时间流逝函数0（/）及转

移矢量0$（/）分别为

)$"7%-$"（/）(/*4$（/）4"（/）

（)"$%$"$(/*4$（/）4"（/）），

0（/）7%/*4$（/）4"（/）-$"，

0$（/）7%)"$（/）5"& （**）

然后，将二重作用量,5;［-$"（/）］进一步写成

,5;［-$"（/）］%"@5"%@$8!)0（/）*（/）&（*$）

利用A/B88:C3@/DD6关系式［$］：
（$）*9$"6%):$);")-6)9

（,）
< *<:;-+=$6=9"(="6=9$，

!$=$"(!"=$$%*$6)$"46， （*,）

其中（$）*9$"6为类空超曲面%上的三维曲率张量，而

!$为%上的三维协变导数，满足!6)$")!&经过复

杂的计算，可得如下关系式：

*（/）%(/*（$）*+=$"=$"(=*

+*
!

"（4$
!

$4"(4"
!

$4$）& （*#）

将（*#）式代入二重化作用量,5;［-$"（/）］，并忽略

表面积分项，可得到$?"分解形式如下：

,5;［-$"（/）；/］%"@5"%@$8!)0（(/*（$）*

+=$"=$"(=*）& （*+）

同理，根据哈密顿量的定义式（""），能给出相应的哈

密顿量如下：

>5;（/）%"%@$ ｛［80/*（$）*+#!$"（5;）#!$"（5;）

("*#
!*

（5; ］） (*0$!"#!$"（5; ｝） ，（*-）

其中

#!$"（5;）%!)（=$"(=)$"）& （*=）

根据&60/E约束分析理论［"!］，可自然得到其相应的

约束方程为

/*!)
（$）

*+ "
!)
#!$"（5;）#!$"（5;）("*#

!*
（5;（ ）） %!，

!"#!$"（5;）%!& （*>）

这就是二重化的%&’约束方程&当/)6和#时，

（*>）式分别对应洛伦兹引力理论和欧几里得引力理

论的约束方程（"+）和（"-）&可见，将二重复函数理论

运用于四维引力场中，不仅能导出爱因斯坦理论中

具有洛伦兹号差的%&’约束方程，而且还能统一
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地描述洛伦兹引力理论和欧几里得引力理论!

! 结 论

"#单参数$%&约束方程与二重化$%&约束

方程的内在联系

在洛伦兹和欧几里得时空中，尽管度规张量

"#$的形式并不相同，但经过’("分解后，三维度规

%#$却完全相同，即%#$（&）)%#$（’）!考虑到%#$的

这一性质以及（"’）式中(!#$和（*+）式中(!#$（,-）之间

所满足的关系：(!#$).(!#$（,-），可以确定，当!))
时，单参数哈密顿量（"*）式和二重化哈密顿量（*/）

式满足*（!))）).*,-（)），更重要的是它们对

应的$%&约束方程（"0）和（*1）形式完全相同!这

是本文的一个重要结论!进一步分析，不难发现，这

种一致性的根源在于

+［"#$；!,)］,-+,-［"#$（)）］!

*#单参数引力场作用量的局限性

在单参数引力场作用量中，若!取任意实数和

纯虚数，则单参数$%&约束方程（"0）对应2345647
的双参数$%&约束方程的一个特殊情况8为了与

2345647的 双 参 数 作 用 量 +［"#$；!，"］,!.9!/
""［!0#$1"2#$］###$ 作比较，把本文中单参数作用

量（’）式改写成如下形式：

+［"#$；!］,!.9!/""［30#$142#$］###$，

其中3)*!*，4)".!*!不难看出，这两个系数3
和4满足如下关系：3(*4)*!这表明!的取值受

到一定的限制，从而说明该作用量与2345647的双

参数作用量相比，具有一定的局限性!
虽然本文用两种不同的方法，给出单参数$%&

约束方程（"0）和二重化$%&约束方程（*1），并由

此分别导出著名的$%&约束方程（"），但在!))
的特定条件下，两个方程具有相同的形式!

［"］ &8:34;6<=，:<3>>=?3<@=6<9：A6B643<C6<3D=E=DF3B9A3GH6IJ67K

4F（L=<6F，M6NO74P，"11*）8
［*］ O8Q8L3BH，R8&8I3BH，IJ6IJ674F3B9,SS6?D>7SA43E=D3D=7B

（-G’B3BT?=6B?63B9I6?JB7<7HFU46>>，:J3BH>J3，"11V）（=B

:J=B6>6）［王永久、唐智明，引力理论和引力效应（湖南科学技

术出版社，长沙，"11V）］8
［’］ W8%8C7;3B7，056!257!08#9!，!"（"11’），/108
［!］ C8$4B7N=DD，T8%6>64，:8L8&=>B64，=BA43E=D3D=7B：$BXBD47K

9G?D=7BD7:G446BDC6>634?J，69=D695FY8L=DD6B（L=<6F，M6N

O74P，"1Z*）8

［0］ W8@82345647，:;<=!259!，#"$（"11Z），"!1*8
［Z］ R8R8RJ7BH，)!.#>;!:;<=!，!%（"1+0），*0+18
［/］ O828LG，O8[8AG=，056!257!08#9!，&’（"111），"Z08
［+］ O828LG，?6>!)!@;5A8!:;<=!，!"（"110），*"/"；&(（"11+），

*"*/8
［1］ C8&8L3<9，A6B643<C6<3D=E=DF（\B=E64>=DF7S:J=?3H3U46>>，

:J=?3H7，"1+!）8
［"V］ U8$8&8%=43?，Y6?DG46>7BQG3BDG;&6?J3B=?>（26<S64A49GK

3D6T?J77<7ST?=6B?6O6>J=E3\B=E64>=DF，M6NO74P，"1+!）8
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&#(’%),!’%)’,.(/-%!/!%#)/4&%’4$,!

!"#"$%!" &$’(%)*+
（!"#$%&’"(&)*+,-./0.，1/$)(/(23"$0,"%.4(/5"%./&-，!$6/$(,,-./0，7,/($）

（12324526/#789/...）
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