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提出了注入反馈控制混沌的方法，把蔡氏电路混沌系统控制到指定的平衡态和希望的振荡周期轨道上)通过

改变控制参数，研究了几个典型物理状态变化现象，丰富了蔡氏电路混沌系统的应用方法)
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" 引 言

非线性现象广泛存在于现实世界中，在一定条

件下，非线性将导致混沌)混沌现象表面上呈现无规

律特性，但其背后隐藏着有序的本质特点也逐渐被

人们所发现［"］)许多混沌系统对模拟现实世界的不

可预测现象非常有用)近年来，混沌现象在保密通信

中显示了良好的应用前景)但是混沌现象在许多情

况下也有其不稳定的因素，人们总是期望找到一些

方法来控制混沌，使其实现对混沌系统中某个不稳

定周期轨道的稳定控制或使其保持在某个希望的平

衡态上［!］)$#年代，+,-［.］方法提出后，混沌控制方

法迅速发展，以后，相继提出了自适应控制方法、非

线性反馈方法，并实现了对/01234系统的控制［*，(］)
由于蔡氏电路混沌系统［%，&］在保密通信中的广泛应

用，所以本文以蔡氏电路混沌系统为例，提出注入反

馈控制蔡氏电路混沌的方法，使其保持在某个指定

的平衡态上，或希望的振荡周期上)不需要改变系统

的参数，就可使该混沌系统变为多用途系统)同时，

本文通过改变控制参数，提出了动态控制混沌的思

想方法，研究了混沌状态转换的特点，发现了一些有

趣的物理状态变化现象)

! 注入反馈下的蔡氏电路混沌系统

蔡氏电路混沌系统由下式描述［%］：
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其中’（!）6+"!7（+#8+"）［!!7"!8!!8"!］／!
为分线段函数，$，*，+#，+" 为系统的参数，$6
"#9#，*6"*9’&，+#68"9!&，+"68#9%’,数值

研究表明该系统处于混沌状态,现对（"）式中第!等

式等号右边加入控制函数8-!7.（"），-为反馈控

制参数，.（"）为注入的稳定外场，于是得到一个受

控制的蔡氏电路系统：
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当!""时，方程（!）的平衡点为/（" +"8+#"7+"
，#，

+"8+#
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（-8"）8 ）. ；当!#8"时，方程（!）的平

衡点为/（! 8+"8+#"7+"
，#，8

+"8+#
"7+"

（-8"）8

）. ；当8"$!$"时，方程（!）的平衡点为/.（#，#，

8.）,分别在方程（!）的平衡点/"，/!和/.上作

线性变换，可得
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其中当!""或!#8"时，06!:（+#8+"）／（"
7+"），16%，26):（+#8+"）（-8"）／（"7+"）
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!!，"""#；当$#!#!#时，$"#，%"&，’"
(!!，"""%)方程（&）的本征方程为

!&*!’+#*!+’*+&,%， （(）

其中+#"#!-（"!#），+’"-（"!.）!/，+&"
/-（#!"）)由霍尔维茨条件，全部本征值具有负实

部的充要条件为

+#"%，+’"%，+&"%，+#0+’1+&"%，（)）

则方程（&）的零解是全局渐近稳定的)适当选取参数

.使其满足霍尔维茨条件（)），那么方程（’）系统将

趋于平衡点2#或2’或2&上)由于"%和"#为

系统的参数，.和! 为控制参数，因此平衡点2#，

2’和2&上就是指定的平衡态)这样就实现了对方

程（#）系 统 的 状 态 控 制)如 果 选 取 参 数 ."
/（#!"）

-（#!"）!#$
/
-$"

，并使其满足下列条件：

+#"%，+’"%，+#0+’1+&,%， （*）

方程（&）的本征值有一负的实根和一对零实部的共

轭复根，那么方程（’）系统将出现稳定的极限环，其

振荡周期为’!（+’）$#／’)这样就实现了对方程（#）系

统的振荡周期控制)必须指出，初值将影响系统的吸

引域、极限环的位置和平衡点)如果控制参数和注入

外场发生变化，那么系统的本征值和平衡态也要发

生变化，系统状态也必然随之作相应的变化和调整，

这项研究在&+&节给出)

& 数值研究结果

!"# 控制到指定的平衡态上

当#"#或##$#，."#，!"#，"""#时，

+#"()’"%，+’"#,)%-"%，+&"(-)),("%，+#.+’
$+&"’,)&#"%，即满足霍尔维茨条件（)），本征值

!为（$&+’，$%+)/&+,’&*3），方程（&）的零解是全

局渐近稳定的；当$#!#!#，."#，!"#，"""%
时，+#"$#+-#%，+’"#’+#-"%，+&"$(%)#(0#
%，+#.+’$+&"#0+(*"%，即不满足霍尔维茨条件

（)），本征值!为（’+-，$%+)/&+,’&*3），方程（&）

的零解是不稳定的)必须指出，由+#"#!-（"!#）

可知，当"""%"$#+’-时，方程（&）在任何条件

下其平衡态2&都是不稳定的)但是，一旦当#变化

到#"#和##$#时，方程（’）系统将进入全局渐

近稳定状态，系统状态最终被“吸引”到稳定的平衡

态2#或2’上)由此可知，方程（’）系统将最终趋向

于指定的平衡态2#或2’上，数值模拟结果如图#

所示，系统经过一段时间后，最终趋向于指定的平衡

态2#（#+,(&,，%，$#）上)这样就实现了对方程（#）

系统的指定状态控制)可以看到在图#（1）中，系统

从起点（%+#，%+#，%+#）以螺旋状态轨迹顺时针方向

环绕进入平衡点2#的吸引域，最终变化到稳定平

衡点（#+,(&,，%，$#）上)它的变化时间可以从图#
（2）中看到，在#%3内，系统约振荡*次后，就趋于稳

定平衡态)而每一螺旋的时间都是相等的，它和螺旋

的轴半径无关)即螺旋变化一圈的周期约为#+-3，

和本征值计算出的振荡周期一致)也数值模拟了当

初值为（$%+)*，%+#，%+#）和."#，!"#时，系统从

起点（$%+)*，%+#，%+#）以螺旋状态轨迹顺时针方向

环绕开始进入平衡点2’的吸引域，最终变化到稳

定平衡点（$#+,(&,，%，$#）上的现象)可知初值将

影响系统的吸引域和平衡点)图’为."%))，!"
%))时的系统状态控制图)其本征值为（$&+00(-，

$%+#’-&/&+(-%,3）)图’（1）为系统从起点（%+#，

%+#，%+#）以螺旋状态轨迹顺时针方向环绕最终变化

到平衡点（#+,(&,，%，$#+(’#0）的相空间变化轨迹，

由于.取值较图#的值小，所以控制到平衡态的时

间也相对较长)比较两个本征值（或比较图’和图

#）就可以看到，图’弛豫时间是图#的%+)／%+#’-&
$(倍以上)因此，控制参数也是控制状态时间变化

的参数)

（1）到平衡点（#+,(&,，%，$#）的相空间轨迹

（2）到平衡态的控制时间

图# 混沌状态的控制 ."#，!"#
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（!）到平衡点（"#$%&$，’，("#%)"*）的相空间轨迹

（+）到平衡态的控制时间

图) 混沌状态的控制 !,’"-，#,’"-

!"# 控制到指定的振荡周期上

当!,’"&)-*-&)$，#,"，$,$"时，%",%#)
!’，%),""#&)*-)&$!’，%".%)(%&,’，满足条件

（/）；本征值!为（(%#)，’0&#&/-*&），方程（&）系

统将出现稳定的极限环"当$,$’时，%",("#1
"’，%),-#%)*/!’，%".%)(%&,&’"*)$1，不满足

条件（/），本 征 值 ! 为（&#%/**，(’#$$%*0
&#)$%-&），方程（&）的零解是不稳定的"由此可见，方

程（)）系统将出现稳定的极限环，其振荡周期为)!
（%)）("／)"数值模拟结果如图&所示，系统经过一段

时间 后，最 终 稳 定 在 极 限 环 上"图&中 取!,’"
&)-*-&)$，#,"，从图&（!）可以看到，系统从起点

（’#"，’#"，’#"）出发，经过一个大的弧线轨迹顺时针

方向环绕稳定到以（"#$%&$，’，()#)%)$）为中心的

极限环上，其环绕振荡还不到"次"从图&（+）可以

看到弛豫时间不到)2，也可以从本征值上精确计算

出来"如果初值为（(’#-/，’#"，’#"），那么系统将稳

定到以（("#$%&$，’，’#)%)$）为中心的极限环上"可
知初值将影响系统的吸引域和极限环的位置"

!"! 混沌状态变化的动态控制

图%到图")为几种典型的物理状态变化的数

值模拟结果"它们都是在&’—%’2时将控制参数!

（!）系统控制到极限环上的相空间轨迹

（+）系统控制到极限环上的时变轨迹

图& 系统控制到稳定的极限环上

作调整变化（#值全取"），从而动态控制系统状态

的变化"
图%为!,"变到!,’"&)-*-)&$时，稳定态

被变化控制到稳定的极限环上"图%（!）为系统首先

从起点（’#"，’#"，’#"）螺旋变化到平衡点（"#$%&$，

’，("），并稳定在该点上"由于在&’2时!突然从"
变化到’#&)-*-)&$，“强迫”系统进入稳定的极限环

上，并最终稳定在该环上"但其极限环轴半径明显比

图&（!）的极限环轴半径小，从图%（+）可以看到稳定

态快速地稳定在极限环上，弛豫时间约为)2"
图-为!,’""变化到!,’"&)-*-)&$时，混

沌态被控制到稳定的极限环上"图-（!）为混沌双涡

旋吸引子被控制到稳定的极限环上相空间的变化轨

迹，在&’2时!突然从’#"变化到’#&)-*-)&$时，

系统由混沌态进入稳定的以（("#$%&$，’，’#)%)$）

为中心的极限环上，并稳定在该环上"从图-（+）可

知，系统仅振荡一次，混沌态就快速地稳定在极限环

上，控制弛豫时间约为)2"图/为在%’2时!突然从

’#"变化到’#&)-*-)&$时，系统由混沌态进入以

（"#$%&$，’，()#)%)$）为中心的稳定极限环上，并最

终稳定在该环上"由此可知，在不同时间（在不同的混

沌吸引子上）将会把混沌态控制到不同的极限环上"
图1为!,’""变化到!,"时，混沌态被控制

’&% 物 理 学 报 -’卷



到指定的平衡态上!图!（"）为混沌双涡旋吸引子被

控制到平衡态上的相空间变化轨迹!在#$%时"突

然从$&’变化到’，系统由混沌态被“吸引”进入渐

近稳定态上!由图!（(）知，控制弛豫时间约为’)%!
系统 振 荡*—!次，混 沌 态 最 终 稳 定 在 平 衡 态

（+’&,-#,，$，+’）上!图,为 在-$%时" 突 然 从

$&’变 化 到 ’ 时，系 统 由 混 沌 态 进 入 平 衡 态

（’&,-#,，$，+’）上，并最终稳定在该态上!由此可

知，在不同时间（在不同的混沌吸引子上），将会把混

沌态控制到不同的平衡态上!
图.为"/$!#)0.0)#,变化到"/’时，将稳

定的极限环状态变化控制到指定的平衡态上!图.
（"）为把稳定的极限环状态变化控制到指定的稳定

平衡态上的相空间变化轨迹!在#$%时系统从极限

环轨道上被直接“吸入”进入渐近稳定状态，最终趋

向于指定的平衡态（’&,-#,，$，+’）上!由图.（(）

知，控制弛豫时间约为0%!图’$为在-$%时系统从

极限环轨道上跳出，但最终还是进入渐近稳定状态

趋向于指定的平衡态（’&,-#,，$，+’）上!由图’$
（(）知，控制弛豫时间约为!%!

（"）稳定态变化到极限环上的相空间轨迹

（(）稳定态变化到极限环上的时变轨迹

图- 稳定态变化到稳定的极限环上

图’’为混沌态到混沌态的转换变化!在#$%时

"从$&)转换到$&$)，混沌态弛豫一段时间进入另

一个混沌态!图’)亦为混沌态到混沌态的转换变

化!它是在-$%时"从$&)转换到$&$)，混沌态弛

（"）混沌态变化到极限环上的相空间轨迹

（(）混沌态变化到极限环上的时变轨迹

图0 混沌态变化到稳定的极限环上

（"）混沌态变化到另一个稳定极限环上的相空间轨迹

（(）混沌态变化到另一个稳定极限环上的时变轨迹

图* 混沌态在不同时间变化到另一个稳定的极限环上

豫一段时间进入另一个混沌态!比较图’’和图’)
可知混沌态在被变化控制以后，它们的相空间轨迹

和时变轨迹完全不一样!
事实上，控制参数和注入外场可以在较大的范

围实时调节变化，使蔡氏电路混沌系统以适应不同

应用的需要!

’#-#期 颜森林等：混沌系统的注入反馈控制与动态控制方法研究



（!）混沌态变化到稳定态上的相空间轨迹

（"）混沌态变化到稳定态上的时变轨迹

图# 混沌态变化到稳定态上

（!）混沌态变化到另一个稳定态上的相空间轨迹

（"）混沌态变化到另一个稳定态上的时变轨迹

图$ 混沌态在不同时间变化到另一个稳定态上

（!）极限环变化到稳定态上的相空间轨迹

（"）极限环变化到稳定态上的时变轨迹

图% 极限环变化到稳定态上

（!）极限环在不同时间变化到稳定态上的相空间轨迹

（"）极限环在不同时间变化到稳定态上的时变轨迹

图&’ 极限环在不同时间变化到稳定态上
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（!）混沌态变化到混沌态上的相空间轨迹

（"）混沌态变化到混沌态上的时变轨迹

图## 混沌态变化控制

$ 结 论

本文提出的注入反馈控制混沌的方法，可以有

效地控制蔡氏电路混沌系统!这个方法简单实用方

便，不需要改变系统的参数和结构，就可以使系统趋

（!）混沌态在不同时间变化上的相空间轨迹

（"）混沌态在不同时间变化上的时变轨迹

图#% 混沌态在不同时间上的变化控制

向于指定的平衡态和希望的振荡周期上!选取不同

的控制参数和注入外场，就可以知道所要控制的结

果，这一点对该系统的实际应用很有价值!同时，通

过改变控制参数，研究了混沌状态转换变化的动态

特点，其物理现象还有待于进一步的研究!
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