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提出了一种求解任意维数非线性模型的“*+,-./0”变换下不变的渐进展开方法，并可同时获得许多新的与原
模型有着相同维数的12-34567可积模型8取（"9!）维:;<=>/?@5?0（:;<>）方程和:2;.AB056=15B6-20C6-4-（:1）方程
为具体例子，获得了一些新的具有12-34567性质的高维“*+,-./0”变换下不变的方程及原模型的近似解8在某些特
殊情况下，某些近似解可以成为精确解8
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! 引 言

!9!维和"9!维中的可积模型已被许多数学
家和物理学家进行了透彻的研究，并且被广泛应用

于自然科学的许多领域8如凝聚态物理［!］，流体力
学［"］，等离子体物理［#］，光学［)］，通讯［$］，化学和生

物学［F］8然而除了自对偶的‘"9"’维G23@=*-440场
方程［’］，至今还未发现真正有意义的!9!维（!"
#）非平凡的非线性可积模型8由于实际的物理空间
是#9!维的，许多物理学家和数学家长期以来一直
在试图寻找某些非平凡的#9!维可积模型［(H!&］8
但进展不大8
最近，楼森岳提出了一些寻找在某些特殊条件

下非平凡高维可积模型的可能方向8如依据所有已
知的"9!维可积模型拥有一个共同的广义<-?2=
0.?.类型对称代数［!!］，提出了在拥有广义<-?20.?.
对称代数意义下得到某些可积模型的普遍方法［!"］8
使用与对称限制有关的内部参数，得到了一些与原

方程相同维数或更高维数的可积模型［!#］8依据从!
9!维和"9!维可积模型对称约化得到的常微分
方程总是可以被归并到 I-JJ2B-方程和12-34567
!="型方程［!)］，楼森岳提出了所有的高维可积模

型可以看作是一小组可积常微分方程变形结果8并
从I-JJ2B-方程!"K!"出发，经过简单形变得到了!
9!维和"9!维0-3C=L.?;.3方程和 *-MCJ-4.6=
N.;;=>/44./@C（*N>）方程［!$］8根据所有的!9!维
和"9!维可积模型都拥有“*+,-./0”不变的

OJCP2?BQ形式，楼森岳认为从“*+,-./0”不变性出发
也许是获得高维可积模型的最方便的形式之一［!F］8
他将“*+,-./0”不变性与推广的12-34567分析方法
结合在一起8从低维模型得到了许多高维12-34567
可积模型［!’，!(］8
楼森岳在寻求高维可积模型方向上做了不少开

创性工作8但也存在着一些急待解决的重要问题8其
中之一就是从推广的12-34567分析获得的高维

12-34567可积模型的物理含义是什么？它们能否描述
真实的非线性物理现象？我们知道大部分!9!维和

"9!维可积模型是从相同维数或更高维数的实际物
理模型中忽略某些不很重要的因素得到的8这就给了
我们一个很好的启示，#9!维可积模型也许能够从
实际的#9!维模型中经过合理的近似得到8我们认
为将“*+,-./0”不变理论与推广的12-34567分析方法
结合起来用于实际的物理问题应该是寻找具有物理

背景高维可积模型的可能途径之一8
本文将“*+,-./0”变换下不变的12-34567分析
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方法用于实际的高维非线性物理问题，寻找一些可

以作为实际物理问题近似的高维!"#$%&’(可积模
型)为了使这种方法表述得更清楚，我们取*+,维

-./0方程［,1］和2+,维-!方程［*3］为具体例子作
了详细介绍)

* 一般理论

对于一个给定的!+,维"阶的偏微分方程

#$3!%，$,，$*，⋯，$!，&，&$’，&$’$(，⋯，&$’,$’*
⋯$’（ ）

" )3，

（,）
式中#是场&及其导数的多项式函数*将（,）式的
解在奇性流形!附近展开，

&)"
4

()3
&(!(+"， （*）

"是一个负整数*将（*）式代入（,）式，可以获得一个
决定展开系数&(的递推关系

,（(）&()-( $’
，!$’，!$’,$’*

，⋯，&,，&*，⋯，&(.（ ）, !-(，
（2）

式中,（(）是(的一个多项式函数*如果,（(）5（(
+,）（(6(,）（(6(*）⋯（(6("6,），且(,，(*，⋯，

("6,都是正整数，并且共振条件

-(’)3，（’),，*，⋯，".,） （7）

被确定满足，则方程（,）拥有!"#$%&’(性质)即使方
程（,）是非可积的，从方程（2）仍能获得（,）式特殊解
的递推公式)这里，我们希望在递推公式（2）的帮助
下，得到（,）式的一些近似解以及与（,）式相应的可
积模型)由于展开式（*）只在!是小量时有效，我们
忽略那些比!/+"更高的项，且由&/53来确定!*
也就是说截断展开

&)"
/

(),
&(!(+"， &/ )3 （8）

能够被作为（,）式展开到!/+"的一个近似解*显
然，/ 越大，解（8）式的精度越高*在（8）式中的展开
系数&(可由（,）式得到*把方程（8）代入（,）式，可以
获得!级数形式的方程

!.0 "
/

(),
#(!(+1（!/+,［ ］）)3， （9）

式中0由偏微分方程（,）的领头项决定，#(（(53，,，

*，⋯，/）是&(（(53，,，*，⋯，/）和!的导数及&(的
导数的多项式函数*从#(53（(53，,，*，⋯，/）解出
的&(与（2）式给出的形式相同*我们知道展开系数&(

是!，!的导数，2#"6,个任意函数&(,，&(*，⋯，

&("6,的函数*如果原来的偏微分方程（,）具有!"#$%&’(

性质，任意函数&(的个数等于"6,，否则2$"6,*
所以若25"6,，并且/%("6,，

&/ )3 （:）
是一个!和任意函数&(,，&(*，⋯，&("6,的一个方程*
方程（:）的解决定了（8）式的具体形式，这种形式可
以作为方程（,）在忽略!/+,次以上项后的近似解
（参看方程（9））*一般来说，" 阶偏微分方程的普遍
解允许包含" 个任意函数*由于任意函数由（:）式
确定，我们的近似解只包含"6,个任意函数*若取

/$("6,，则近似解中含有的任意函数将会更少*
若原始的偏微分方程（,）是不可积的，那么2$

"6,，这意味着（2）式中"6,62个共振条件不满
足，并且引入了关于2个任意函数和!的"6,62
个附加条件*在这种情况下，通过求解关于2个任
意函数和!的"6,62个附加条件，仍可获得（,）
式的某些近似解*
值得指出的是在将（8）式代入（,）式后，可以发

现在我们的近似解中存在着一种特殊选择

&3)&,)⋯)&.".,)3，
意味着这种选择相应的近似解在流形!53附近是
解析的*对于这种情况，我们总能够选择&6"，

&6"+,，⋯，&6"+"6,为任意常数，由递推公式确定
其他系数，而（,）式的近似解具有以下形式：

&)"
"+/

()3
&."+(!(， &/ )3*

最后值得指出的是，如果我们希望获得（,）式具有更
高精度的特殊解，可以通过以下两种形式来固定任

意函数：

（"）通过（2）式，2个任意函数由&/+,5&/+*⋯

5&/+253来确定，使得（9）式精确到!/+2项，有
关的近似解精确到!/+2+"项)
（;）2个任意函数可以从（9）式中合适地确定下
来，使得截断展开（8）式成为原始偏微分方程（,）的
一个精确解*详见后面的例子*
由于可积模型存在着许多令人感兴趣的性质，

我们希望方程（:）是可积的，至少在某些特殊意义下
是可积的)据了解，所有已知的!"#$%&’(可积模型拥
有“<=;#>?@”不变的变形形式)因此若（:）式在
“<=;#>?@”变换下不变，他也许是一个!"#$%&’(可积
模型)由于奇性流形!的任意性，有可能使得（:）式
成为“<=;#>?@”变换下不变的方程)实际上，在,+,
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维情况下，!"#$%已经把展开函数! 取为"&
!!
!’

!!!
(!（ ）
!

’)
，使得展开系数在“*+,-"./”变换下不

变［()］0类似地，我们可以把展开函数!换为

""
!!#
! $

!!#!#
(!!

!

"

#

$#

$)

， （1）

式中!#表示变量（!2，!)，!(，⋯，!#）中的任何一
个，而相应的近似展开（3）式应为

%"%
&

’"2
%(’"’)#* （4）

从方程（1），不难证明下式：

"!+",+$,+!#")
)
(
（,+-),+!#!#）"

(

+"2，)，(，⋯，# （)2）
成立，其中函数

,+&
!!+
!!#
，

-&
!!#!#!#
!!#

$5(
!!#!#
!!
!

"

#

$#

(

&｛!，!#｝（))）

都是“*+,-"./”变换下不变的0换句话说，,+和-在

*+,-"./变换

!’.)/!0)1!
，.1(/0 （)(）

下是不变的0由于展开式（4）中的系数%(’是,+，-
和任意函数｛%(’)，%(’(，⋯，%(’2’)｝的函数，因而是
“*+,-"./”变换下不变的0因此与截断展开系数%(#
有关的方程

%(& "2 （)5）
是“*+,-"./”变换下不变的0方程（)5）是否是在

67-#8%9:意义下可积，可用通常的或“*+,-"./”变换
下不变的67-#8%9:分析做进一步的研究0
按照文献［);］中的观点，“*+,-"./”不变方程

（)5）可能是67-#8%9:可积的0若（)5）式被证明是

67-#8%9:可积，那么方程（)）可由相同维数的67-#8%9:
可积模型近似求解，近似解精度至"&<#项0

5 关于两个不可积非线性模型的
“*+,-"./”变换下不变的展开

!"# $%#维&’()方程的“*+,-./0”变换下不变
的展开

本节是前面介绍的一般理论在(<)维不可积

=>?@方程［)4］

%3)4%%!)5%!!$6%!!!)$%77"2 （)A）
的具体应用0将（4）式代入（)A）式并且取

""
!!
! $

!!!
(!（ ）
!

$)

* （)3）

我们知道（)A）式中的%能够展开为

%"%
&

’"2
%’"’$(* （);）

经领头项分析可得

%2"
)(6
4
或%2"2* （)B）

从%2&
)(6
4
出发，能够得到关于%’的递推关系*前

三个%’为

%)"
)(5
34
， （)1）

%("$
)

(364!(!
（(36!3!!$)226(!!!!!!)5(!(!

))326(!(!!)(3$6!(7）， （)4）

%5"$
)

)(34!5!
（)(36!(!!!!!!$3226!!!!!!!!!))(3!!!3!!!

)5B36!5!!)B35!!!(!!$325!(!!!!!$)(3!!3!(!

$556$(!5!))(3$!!!!(7$)(3$!(!!77）* （(2）
为了得到（)A）式的近似解，对于一个合适的 &，可
以取%&&2*并且由于"是小量，可以忽略那些比

"&’(更高的项*取&&(，!方程由%(&2给出，即

(36!3!!$)226(!!!!!!)5(!(!))326(!(!!)(3$6!(7"2*
（()）

与上式相应的（)A）式的近似解为

%"
%2
"(
)
%)
"
* （((）

若取&&5，函数!应满足

)(36!(!!!!!!$3226!!!!!!!!!))(3!!!3!!!)5B36!5!!

)B35!!!(!!$325!(!!!!!$)(3!!3!(!$556$(!5!

))(3$!!!!(7$)(3$!(!!77"2* （(5）

而（)A）式的近似解则为

%"
%2
"(
)
%)
"
)%(* （(A）

如果把拥有%2&2的（);）式代入（)A）式，可以发现

%)&2，%(，%5，%A，%3可取为任意函数*取

%(".(，%5".5，%A".A，%3".3，（(3）
那么%;&2所对应的方程具有以下形式：

(7(5C!5D’A"75!D!E!DE<("75!(D!EE<("75!(E!DD
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!!"#!!$!"$$!#$%#!!!$$&%#%#"’!!$!&%#!!"$!$$$$
&"%%#!!$!$$!$$$&""#!!"$!$$$&"%%#%!$!"$$!#&%#%!"$!$$$
&%#%!(!"$&#""#’!!$&%"#%!$!")*(， （"&）
式中#"，#!，#%和#’是任意常数+与此相应的（#%）
式的近似解为

,*#"&#!#&#%#"&#’#!+ （")）

!"# !$%维&’方程的“()*+,-.”变换下不变的
展开

!*#维+,方程
（,(&&,,$&&,$$$）$&-,))&.,//*(（"$）
描述了等离子体和超流中孤子及非线性波的动力

学［"(，""］-当,不依赖于/时，方程（"$）是完全可积
的，利用反散射方法，双线性方法等可以获得许多种

解-然而由于方程（"$）的不可积性，要给出该方程的
某些精确解是困难的-一些作者通过数值方法对该

方程进行求解［"!］-在这里，我们将使用“./01234”变
换下不变的展开近似地和解析地研究!*#维不可
积+,方程-将（#’）式代入（"$）式，发现（"$）式中的

,能够展开为

,*!
0

1*(
,1#1!"， （"5）

式中,(应取为

,(*!"2"#或,(*(， （!(）
从,(67"2"#出发，能够得到关于,1的递推关系
（1&#）（1!%）（1!’）（1!&）,1
*31（4，25，25$5，⋯，,(，⋯，,1!#）"31，（!#）

式中31是括号内变量的一个复杂函数+由于（!#）式
中的所有展开系数,1是25，4和｛,1#，,1"，⋯｝的函
数，展开系数,1是“./01234”变换下不变的-,1的
前三个表达式为

,#*"2#2#$&"2#$， （!"）

,"*!
#
&2"#
（%42%#&%2!#2#$$&2"#$2"#&%2"#2#$$&2#2(&"2"#$2#&.2"!&-2""!!2"#$&%2#$$2#），（!!）

,!*
#
"%2%#
（#&-2#2#)2"!"(-2#$2#2""&"(.2"#2!2!$&#&$2#2#/2!&"(-2"#2"$2"!#&-2#2"2"$

!#&.2#2!2!$!"(.2#$2#2"!!%.2#$2"!!%-2#$2""&%.2"#2!/&%-2"#2")!$2"#2($&%2"#2#$$$
&%2!#2#$$$!$2"#2#$$2#$&%2!#$2#!#&2#2#$$2#$&#"2!#2($&$2%#2#$4&#"2"#2((
&%2%#2#$$$&%2’#4$!#"2"#2(2#$!%2#$2#2(&#"2!#$）+ （!%）

将（##），（!"）7（!%）式代入（!#）式，可以发现

3%*3’*(，3&#(， （!’）

这意味着!*#维+,方程（"$）不具有,819:;<=可
积性-
为了得到（"$）式的近似解，对于合适的 0，可

以取,06(+并且由于#是小量，忽略那些比#07"

更高的项+取06"，!方程由,"6(给出，即

｛!，$｝&
!(
%!$&

.
!"/
%!"$

&-
!")
%!"$

*(，（!&）

而（"$）式的相应近似解为

,*
,(
#"
&
,#
#
+ （!)）

取06!，函数!应满足

!(
!$&
｛!；$｝&-"

!")
"!"$

&."
!"/
"!（ ）$ $

&-
!)
!（ ）$ )

&.
!/
!（ ）$ /

*(+ （!$）

与上式相应的（"$）式的近似解为

,*
,(
#"
&
,#
#
&,"+ （!5）

若把拥有,(6(的（"5）式代入（"$）式，可以发现,#
6(，而,"，,!，,%，,’能被取为任意函数+取

,"*##，,%*#"，,!*,’*(， （%(）
那么,&6(所对应的方程具有以下形式：

&##&%
!$$$
!$ !

&
!"$$
!"$
&
!(
!$&

-
!")
!"$
&.
!"/
!"$
*(，

（%#）
式中##和#"是任意常数+（"$）式相应的近似解为

,*##&#"#"+ （%"）

精度至#%项，其中##，#"为任意常数+
当!不依赖/（或)），方程（!$）正好是>?@A8BCD

形式的+,方程-若!既不依赖)又不依赖/，那么
方程（!&）和（%#）都可约化为#*#维>?@A8BCD+EF
方程-
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! 诱导方程的"#$%&’()可积性

显然（*+），（*,），（*-），（,-），（,.）和（!+）式都是
“/01$234”变换下不变的5在文献［*!］中，楼森岳指
出许多种十分普遍的“/01$234”变换下的不变形式
是"#$%&’()可积的5现在我们希望知道是否这些实
际模型的近似方程（*+），（*,），（*-），（,-），（,.）和
（!+）是"#$%&’()可积的5实际上方程（,-）正好是文
献［*6］的一种特例，所以（,-）式是"#$%&’()可积的5
为了证明其余五个方程的"#$%&’()可积性，我们将
它们稍稍作一点扩大形成某些更普遍的系统5与
（*+）式相应的稍稍扩大化的系统为

!*"#*6$%"#*6!$&*’+77$""((
#67$*"!#+67$*"*()7， （!,）

"*)%(， （!!）

&*)%+, （!6）
方程（!,）可直接从（*+）式中通过变换

")’89（-），-()"，-+)&，-*)%（!-）
得到5方程（!!）和（!6）是变换（!!）和（!6）式的两个
自洽条件5由于变换（!-）式存在着其他的自洽条件

"+:&(，尽管关系式"+*:&(*由（!!）和（!6）式确
保，我们仍称（!,）—（!6）式为（*+）式的扩大化系数5
换言之，只有（!,）—（!6）式解的一个子集与（*+）式
的解集同构5同理，与方程（*-）和（*.）相应的扩大化
系统为

,;6$,",(’677$,""("((’+*6$,"!"(
#+*6$*!&*"(’+*6!$*"*&+#;6$*!""*(
#*6$*!"6’+*6$*"*"*#+*6$*"%"(
#+*6$,"*"(((’67$*!"*"((’",!,)7，（!;）

"*)%(， （!.）

&*)%+ （!<）
和

’!.!.*/",#+-$.!"*"((’-$.,"!"(
’*!.,&*"(#+.$.,",(#,!.,""*(#!.,"6

’*!$.!""*(’*!.,"*"((’.$.!"6’*!.,"*&+
#!!.,&""+’*!$.,""("((#-$.,"*"(((
’*.*,/",’!.!%"*’!!.!&*"’+*.6!",)7，

（67）

"*)%(， （6+）

&*)%+, （6*）

与（,.）和（!+）式相应的扩大化系统具有以下形式：

0(（0!#1&*#%0#23*#!00((’,0*(）

’0*（0(((#%(#.&+#234）)7， （6,）

0*)%(， （6!）

&*)%+ （66）

3*)%4 （6-）
和

-.+0*#!00((’*0!’-0*(
#%0#1&*#23*)7， （6;）

0*)%(， （6.）

&*)%+ （6<）

3*)%4, （-7）
同理（6,）和（6;）式可直接从（,.）和（!+）式中通过下
列变换：

")’89（-），-()0，-+)&，-4)3，

-*)% （-+）
得到，方程组（6!）—（6-），（6.）—（-7）是变换（-+）式
的三个自洽条件5采用标准的"#$%&’()分析，我们能
够证明所有的与（*+），（*,），（*-），（,.）和（!+）式有
关的扩大化系统都拥有 "#$%&’()性质5经过对
（!,）—（!6）式的领头项分析，我们知道"，%，&，应
该展开为

")!
=

5)7
05"5’+，%)!

=

5)7
%5"5’+，

&)!
=

5)7
&5"5’+， （-*）

且

"7)6"(，&7)6"+，%7)6"*, （-,）
将（-*）式代入（!,）—（!6）式，可以看出共振发生在

5)’+，+，+，+, （-!）

5:+的共振条件为

’"7("(#*"*7"+#"7"((’*"+"*()7，
（-6）

"7*)%7(， （--）

&7*)%7+, （-;）
显然（-6）—（-;）式是确定满足的5因此方程系统
（!,）—（!6）拥有"#$%&’()性质，即系统（!,）—（!6）
式是"#$%&’()可积的，因而它的狭窄系统（*+）式自
然是"#$%&’()可积的5将（-*）式代入（!;）—（!<）式，
可以看到共振发生在

5)’+，+，+，+，*, （-.）
在5:+，*的共振条件为
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!"!"##"$"$""%&$"$"$""%!%&%"$""!%!%%
#!""!$%##$""%!$%#$"$"%!!%’"， （&’）

(")#*"+’"， （("）

"")#*"%’"， （(%）

##$"!""%%&%#$"!""$!%&#!"!""%&!"$"$""%!%#$"$"$""%""%##$"$"!%%%&$$"$"!%%
##"$"!)#%#$"""$!!%&#$""""%!%%&#$""""%%!%&)"$"""%!%!%%&#$""!$%"%%&#""*"!%
##!"""%!$%&#"""("!+#$$""""%!%##$"$"%!%#$"$"%""%!$%#!"$!!%"%##"($"!%’", （($）

考虑到（&!），（&(）—（&’）式也是自然满足的，所以方程（$!）也是一个*+,-./01可积模型2把（&$）式代入
（#"）—（#$）式，我们看到所有五个需要的共振发生在

-’#%，%，%，%，$, （(!）
相应的共振条件

3$.)"!"#!.!"!"&&$.!"$"""%#$)$.!"$""%!%&!.!""!$%
#3$.)""!$%&&$.!!$%""%&$)$.!"%!!%#%$$.!""!%!%%’"， （()）

"")’*"%， （(#）

(")’*"+， （(&）

##!.!"!""%#%3$.!"!""$!%&)"$.)"!""%&&$.!"!""%%&$)$.!"$""%""%#!&$.!"$""$%!%
&&$.!"$"!%%%&%&$.)"$"!%%#$!.!"$"!%%#%&$.)""!%""%#&$.!""""%%!%&$".!""("!+
#)3$.!"""%!%!%%#)"$.)"""%!$%&$!.!""!%""%#&$.!""""%!%%&%3$.!"""$!!%
&#!.!"""%!$%&!&$.!"$%!!%#&$.!"""%%!$%&$)$.!"%""%!$%#$".!($"!%&&$.!"$"%!%’", （((）

方程组（()）—（((）是自洽的，也就是说方程（$&）是
一个*+,-./01可积模型2
为了检验方程组（#!）—（#&）和（#(）—（&"）的

*+,-./01性质，我们需要将变量/，*，0，(展开为

/’!
4

-’"
/-!-#%，*’!

4

-’"
*-!-#%，

0 ’!
4

-’"
0-!-#%，(’!

4

-’"
(-!-#%， （(3）

且

/"’1!%，("’1!+，0"’1!2，*"’1!),
（(’）

将（(3）式代入（#!）—（#&）式，发现共振发生在

-’#%，%，%，%，%，$, （3"）

-5%，$的共振条件为

/$"（#$!%!%%/"&/"%（!$%&/$"）

&)/%!!%#)/"/%!%）’"， （3%）

/")’*"%， （3$）

(")’*"+， （3!）

0")’*"2， （3)）

/!"!%%%#/$"/"%!%%#/$"!%/"%%#3/%/$"!%!%%
&/!"!)&3/$"0"!2&4/$"("!+&/%%（#/$"!$%

&/)"）&/"/$"%!%&/"%（)/%/"!$%&)/!"/%）

&!%（（!/$"/$&&/$%/"）!$%#!/)"/$#&/$%/$"
#/$"*"&（#30$"#($"4）/"）’", （3#）
将（(’）式代入（3%）—（3#）式，确认（3%）—（3#）式恒
成立2因此方程（!3）拥有*+,-./01性质2把（(3）式代
入（#(）—（&%）式，可以看到共振发生在

-’#%，%，%，%，%, （3&）

-5%的共振条件为

#)/"（#/"%!%&$/$"/%&/"!%%#$/%!$%）’"，
（3(）

(")#*"+’"， （33）

0")#*"2’"， （3’）

/")#*"%’", （’"）
不难看出所有共振条件（3(）—（’"）式也是满足的2
即方程（)%）是一个!6%维*+,-./01可积模型2

# 孤 波 解

为了寻找方程（%)）和（$3）的某些具体的近似
解，我们首先要解*+,-./01可积模型（$%），（$!），
（$&），（!&），（!3）和（)%）式2由于这些模型是
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“!"#$%&’”变换下不变的，不难证明它们都拥有扭结
型的孤波解(对于模型（)*）式，相应的扭结平面孤波
解为

!!
"#$+,-（%*&#%)’#()）
*#++,-（%*&#%)’#()）

， （.*）

其中

( !, *
)/-%*
（.)%)*#)/-"%))#/0-)%1*）/（.)）

与!相应的#可以写为

#!,
)
%*
（"#$+,-（%*&#%)’#()））
（",$+,-（%*&#%)’#()））

/（.2）

由此可得方程（*1）的近似解

0!
00
#)
#
0*
#

!
2-%)*
1 *,’+34)*) %*&#%)’#()#56

$（ ）"（ ）（ ）
*
)

#
7.%*
/18964

*
) %*&#%)’#()#56

$（ ）"（ ）
*
)
/（.1）

若在（.1）式中取任意常数%*为.／/-，（.1）式所给
出的0是（*1）式的一个精确解/不难证明

!!
"#$+,-（./-&#%)’#()

）

*#++,-（./-&#%)’#()
）
（./）

是（)2）式的孤波解，相应的#由下式给出：

#!,
*0-
.

"#$+,- ./-&#%)’#（ ）（ ）()

",$+,- ./-&#%)’#（ ）（ ）()
/

（.7）
与上式有关的方程（*1）的近似解

0!
00
#)
#
0*
#
#0)!,

7)/".2%))#2.1#*)/.-)(
)/-.)1

!2.
)

)/1-*,’+34
)*
)
.
/-&#%)’#()#56

"（ ）$（ ）（ ）
*
)

#7.
)

)/1-8964
*
)
.
/-&#%)’#()#56

$（ ）"（ ）
*
)

（.:）
恰好是（*1）式的精确解(我们也能够证明

!!
",$+,-（%*&#%)’#()）
*#++,-（%*&#%)’#()）

（.;）

是（)7）式的一个解，相应的#为

#!,
)
%*

",$+,-（%*&#%)’#()（ ））

"#$+,-（%*&#%)’#()（ ））/

（..）
由（)7）式所决定的<=>?方程（*1）的近似解为

0!2)#22##21#)#2/#2

!2),
)22
%*
8964*)
（%*&#%)’#()）

#
121
%)*
8964)*)
（%*&#%)’#()）

#
;2/
%2*
89642*)
（%*&#%)’#()）/（*00）

如果我们在上式中选任意常数

%*!
1
/-
，2/!0，22!

2.2
*)/1-)
，21!

2.1
)/001-2
，

（*0*）
那么由（*00）式给出的0是（*1）式的精确解(
同理，我们可以证明

!!
"#$+,-)（3*&#3)’#324#()）
*#++,-)（3*&#3)’#324#()）

（*0)）
是（2;）式的解，当

( !
;31*,%3)2,53))

3*
， （*02）

（*0)）式也是（27）式的解(与!相应的#可以写为

#!,
*
3*
"#$+,-)（3*&#3)’#324#()）
",$+,-)（3*&#3)’#324#()）

/

（*01）
由此可得2@*维<A方程（);）的近似解

0!,)3)*
（",$+,-)（3*&#3)’#324#()））)
（"#$+,-)（3*&#3)’#324#()））)

,
"*
73))
， （*0/）

式中

"*!,;31*#53))#(3*#%3)2/ （*07）
解（*0/）式可以写为标准形式

0!, )3)*#
"*
73（ ）)
)

#)3（)* （’+343*&#3)’

#32’#()#56
$（ ）" ））

*
) )

/ （*0:）

若取任意常数3)和( 为以下形式：

3)!
（,（*73)*#5）（,*)31*#3)2%））

*
)

*73)*#5
，

( !
131*#3))5#3)2%

)3*
， （*0;）

那么由（*0:）式所给出的0成为2@*维<A方程的
一个精确解(我们也能够证明
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!!
"#$!"#$%%&’%$(’%&)’ #’%$%*%’(%)%#+%$$#,%（ ）$&

-
%（ ）
%

"’$!"#$%%&’%$(’%&)’ #’%$%*%’(%)%#+%$$#,%（ ）$&
-
%（ ）
%

（%*+）

是（)%）式的扭结型的平面孤波解,相应的"由下式表示：

"!#
$
%.

"#$!"#$%%&’%$(’%&)’ #’%$%*%’(%)%#+%$$#,%（ ）$&
-
%（ ）（ ）
%

"’$!"#$%%&’%$(’%&)’ #’%$%*%’(%)%#+%$$#,%（ ）$&
-
%（ ）（ ）
%

/ （%%*）

在这种情况下，（$(）式的近似解为

0!*%’*$"$!*%’
*$
%$.
%#-!./$%%&’%$(’%&)’ #’%$%*%’(%)%#+%$$#,%（ ）$&

-
%%’

01$（ ）"
%／

（ ）（ ）
$
/

（%%%）
如果取任意常数*%和*$为

*%!$%$%，*$!#$%$%%$.， （%%$）
（%%%）式即是23方程（$(）的精确解,一般来说近似
步骤只对"是小量有效/在平面孤波情况下，由
（+&），（+’）和（%*)）式给出的"是小的，意味着
（+4），（+5）和（%*4）式给出的0在孤波中心附近有
效/而由（++）和（%%*）式给出的"是小的，则意味着
（%**）和（%%%）式给出的0在远离孤波中心时有效/

’ 结 论

本文提出了通过相同维数的36710!89可积模型
求解高维非线性问题的简单方法,取$:%维2;<=
方程和&:%维23方程作为具体例子，获得了一些
新的$:%维和&:%维36710!89可积模型,这些诱
导的36710!89可积模型的解可用来近似地表示原方
程的解,由于诱导方程具有“>?@7AB-”变换下的不变
性，很容易得到平面孤波解,一般来说，这种波对于
原始模型是近似的,对于某些近似解，合适地选择任
意常数，近似解可以成为精确解,
按照递推关系是从0*!*还是0*C*出发，可

以得到两种形式的近似解,一种在孤波中心附近有
效，另一种则在远离孤波中心时有效,事实上后一种
形式的近似解，在诱导方程的解取孤波解时，就是通

常的D61/函数展开式,也就是说通常的D61/函数
展开方法包含在我们提出的近似方法中,对于$:%
维2;<=方程，本文得到的一些特例与文献［%+］和
［$4］用其他方法得到的精确解是相同的,
在文献［%’，%(，$)］中，楼森岳提出了许多

36710!89可积的“>?@7AB-”变换下不变的方程,在他
的工作中，有两个重要的问题留了下来：%）能否找到
这些模型的物理应用或能否从实际物理模型中找到

一些具有“>?@7AB-”不变性和36710!89性质的模型？

$）这些36710!89可积模型是否具有其他传统意义下
的可积性？本文对第一个问题给予了正面的回答,
第二个问题仍未得到解决，值得进一步研究,
本文介绍的“>?@7AB-”变换下不变的展开方法

既可从实际模型中获得36710!89可积模型，又可以
作为一种新的求解非线性方程的近似方法，且适用

于任意维数的任意非线性模型（可积与不可积）,

作者之一感谢楼森岳教授的帮助和讨论,
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