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针对简化的气候模式、)*++,-.吸引子和超混沌系统，进一步阐明了不确定原理，在数值求解时由于计算机固有
精度而引起的舍入误差，造成对解的不确定性，存在最优步长和最大有效计算时间/运用自忆性原理，导出了各混
沌系统的自忆性方程，取最优步长时，其预报性能有明显的改善/

!国家自然科学基金（批准号：’$(%"#!’）和国家重点基础研究发展规划（批准号：01$$(#’#$21）资助的课题/
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1 引 言

大气运动变化的复杂性在于其具有各种时空尺

度，实际观测资料是各种时空尺度变化叠加随机噪

声的结果/众所周知，大气科学中非线性与复杂性研
究的一个重要成果是揭示了天气尺度的可预测时段

不超过!—&周/
近年来将混沌的概念引入全球数值天气预报模

式，揭示了初始时刻不可避免的误差增长规律以及

它对季节、地区和初始场的依赖性等/非线性方程对
其初值的敏感性问题做了推广，提出考虑输入数据

对最终结果的影响，先后探讨了多时刻模式和不确

定原理等改进的方法/
早在五十年代，顾震潮［1］比较了用初值问题的

方法作数值预报与用天气历史演变来作预报的不同

之处，还提出了天气数值预报可以提成演变问题，从

而可以使用过去的历史资料/许多学者先后从不同
原理和准则提出了能容纳多时次资料的模式/丑纪
范［!］则进一步将微分方程的定解问题转变为等价

的泛函极值问题———变分问题/曹鸿兴［&］从不可逆
过程的记忆概念出发，建立了包含多时次观测资料

的自忆性方程/尽管多时刻模式在微分方程中有一
定的预报能力，但在混沌域中，如何进一步提高可预

报性有待于研究/

控制大气运动变化的是非线性方程组，它不可

能求得解析解/所以需要用数值的方法，来求其近似
解，其解的误差来源有两个：离散误差和舍入误差/
在数值求解时，舍入误差常常被忽略，但在实际的非

线性方程数值求解过程中，就有可能改变真解的根

本性质，据此，李建平等［’］提出了不确定原理/
本文运用不确定原理，进一步探讨截断误差、时

间积分间隔和最优积分步长之间的相互制约关系，

将简化的气候模式、)*++,-.吸引子和超混沌系统转
换成自忆模式，在取最优积分步长下，探讨在混沌域

改善可预报性的可能/

! 自忆性原理与不确定原理

$/% 自忆性原理

制约大气运动的动力3热力方程可写为

!!（"）
!" #$（!，!，"）， （1）

式中!为大气变量，如温度、风速等，!为物理参
量，"为时间，$（!，!，"）为在时刻"的空间项，也称
源函数%现研究有时刻"3&，"3&41，⋯，"#的观测
值，引进记忆函数"（’，"），定义希尔伯特空间中的
范数，可以导出与（1）式相应的具有&阶离散化的
自忆性方程［&，"］
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!（"）#!$!
%#$&’!!%"!%’!

"
%#$&"%(%（!，#，"），

（#）
式中"!（"）为"%#"#"%$!的中值，!%，"%为记忆系
数，它是由记忆函数组合而成，反映了系统对过去不

同时刻的记忆程度，数学上表示成不同时刻对!（"）
贡献的权重，由历史资料用最小二乘法确定出!%，
"%，就可以作出未来预报%
对于无量纲简化的气候模式，

&!!
&" #!!!!!’!!#!#’!!’!’$$!

（!##’!#’）’)!

#(!（!!，!#，!’，#，"），

&!#
&" #!#!!!’!##!#’!#’!’’$!!!!#

$$#!!!’’)##(#（!!，!#，!’，#，"），

&!’
&" #!’!!!’!’#!#’!’’!’’$#!!!#

’$!!!!’’)’#(’（!!，!#，!’，#，"），（’）
式中!!(（*!）#，!#(（*#）#，!’(（*’）#+以（’）式
为动力核的自忆模式可写为

!!"#!$!
%#$&$!!!%!

,
!%’!"

%#$&(!（!，#，"），

!#"#!$!
%#$&$!!#%!

,
#%’!"

%#$&(#（!，#，"），

!’"#!$!
%#$&$!!’%!

,
’%’!"

%#$&(’（!，#，"），（)）

式中&称回溯阶%对于熟知的*+,,-./吸引子和超
混沌系统，也可写出形如（)）式的自忆性方程组，这
是本文的研究基础%

!%! 不确定原理

对于一个准确解为-(-（"）的微分方程，用.
阶的数值方法求得初值是-（""）(-"的近似解为

"-"，在考虑了舍入误差的情况下，其误差界为
［0］

$/"（-"，0）$#$1"（-"，0）’2"（-"，0）$
%3（"）30&’2（ ）0 ， （0）

其中"("41"(4"（"4&"）为积分时间，1"为离散
误差，0为步长，2为舍入误差的界，3 为正常数，

3（"）为时间函数，一般地它有如下形式：

3（"）#（135"$!）／65 65&"为常数，（2）
（0）式进一步表成

$/"$’3（"）/%#3（"）（(1’(2），(1#60&，(2#2／0，
（3）

并将2用机器精度&表成2(62&，这里62为常数，(1

实质上代表了整体离散误差，1"的本质部分是数值
方法的不准确所带来的不确定性的度量，(2实质上
代表了累积舍入误差，2"的本质部分则是机器的有

限精度所造成的不确定性的度量，而/!是这两种不

确定性之和，只要机器精度是有限的，那么/!就不
会趋于零，即(1$(2)3456，其中3456(（.$!）
（33.22&.1&）!

／（.$!），令(1*((1!／&，则

(1*·(2#’&， （7）

其中’&(2323!
／&，即不确定原理，表明对于初值极

敏感的混沌系统和一些具有暂态混沌过程的非线性

系统的长时间数值积分的计算有效时间加上了确定

的限制，对非线性体系，数值计算法能力是很有限的%

’ 有效步长与最大积分时间

为了深入研究最大有效计算时间和最优步长与

数值方法的阶数、机器精度及初值之间的内在关系，

就必须给出计算有效计算时间廓线的有效算法%本
文采用最优搜索法来实现%这个方法是基于判断多
个数值解的差异大小来实现的%在步长区间［0456，

0489］（0456为很小的数）上选取4个步长0%（%(!，
⋯，4）+这4个步长同时积分到"时的4个数值的
解为"-"（4），如果它们的差异78（"）较小，具体地说
小于预先给出的容许限(，则说明它们比较接近，并
把真解在"时刻的数值相当好的再现出来+此时有
效步长区间为［0456，0489］，宽度为90（"）(-+:0489
1-+:0456%否则，如果78（"）大于(，则表明有些步
长的数值解出现较大的偏差，所以从"-"（4）中剔除
这些解以使得剩下的4!（4!#4）个解的差异小于

(，以剔除的个数最少为最优+这样可得到满足给定
条件的有效步长区间，以有效步长区间内的步长继

续向前积分到"$:;""（;""为积分时间间隔），直到
积分到"!时只剩下相邻两个步长0<（"!），0<$!（"!），
然后将步长区间［0<（"!），0<$!（"!）］划分为, 分，
以,$!个步长所得数值解差异小于(时为止+此
时，可得有效计算时间廓线，最大有效计算时间及最

优步长+
图!是根据最优搜索法得到简化气候模式、

*+,,-./吸引子和超混沌系统的有效计算时间廓线%
它是每个步长的有效计算时间的连线，有效计算时

间的廓线把数值解的步长1时间图分成两部分%其
意义是：在有效计算时间廓线的内部，数值解能把微
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分方程的真解较好地表示出来；在有效计算时间廓

线的外部，数值解是虚假的，与微分方程的准解无

关!图"仅画出了每个时间积分间隔，有效步长区间
下限!#$%和上限!#&’的对数连线，它们的交点即为
最大有效积分时间!在!取()"时，它们的最大有效

图" 有效计算时间的廓线 （&）为简化气候模式；（*）为

+,--./0吸引子；（1）为超混沌系统

积分时间分别为"2)3(，"3)3(，4)56个时间单位（图

"所对应的虚线值），尽管对于不同的混沌系统最大
有效积分时间不同，但在数值计算过程中确实存在

这一现象!

图2 最大有效计算时间与"##的变化曲线 （&）为简化气
候模式；（*）为+,--./0吸引子；（1）为超混沌系统
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图! 最大有效计算时间与容许限的变化曲线 （"）为简化

气候模式；（#）为$%&&’()吸引子；（*）为超混沌系统

进一步深入地研究了!，!""与最大有效时间

之间的关系，在!一定时，混沌体系最大有效时间
随着!""的不断增大而增大，尽管对于不同的模式
系统，趋向极限的方式不同，但最终都能达到饱和状

态#简化的气候模式最大积分有效时间在!很小
时，迅速增大，当!!+,+-时，增长缓慢，而且上限
不再改变，经过缓慢振荡，当!!+,./时趋向于饱
和状态（图0（"））；$%&&’()吸引子在!"+,+.时，最
大有效积分时间随!急剧振荡，而!!+,+.时，迅
速衰减，趋向于饱和（图0（#））；而超混沌系统随!
缓慢振荡，在!!+,./时，趋向于饱和（图0（*））1对
于简化气候模式最大有效计算时间约为2+，$%&&’()
吸引子为.,/，而超混沌系统为3,/个时间单位（图

0所对应的虚线值）；而!""一定时，最大有效时间
随着!而振荡（如图!）#

2 自忆模式的可预报性

我们曾用自忆模式深入研究了简化的气候模式

在混沌中的可预报性，表.给出回溯阶$取不同值
的各分量与理想场各分量之间的相关系数，计算结

果表明，相关系数是很小的，有的甚至是负相关1
现分别取最优步长，时间积分间隔取+,++4，用

简化气候模式、$%&&’()吸引子和超混沌系统的差分
格式向前积分至最大有效时间，作为理想场（图2
（"），（*），（(））；然后取前.++步作为历史资料，用
（2）式等各系统的自忆模式向前一步一步地积分至
各自系统的最大有效积分时间，图2（#），（5），（6）给
出计算结果，比较图2，尽管图中各细节不同，但各
混沌体系演变的主要过程还是能较好地用自忆模式

预报出来，各分量之间的相关系数平均达到+,4左
右，对预报有一定的改善1

4 结 论

虽然舍入误差很小，但在非线性方程的长时间

数值积分有着不可忽视的作用1本文就简化的气候
模式、$%&&’()吸引子和超混沌系统阐明了在混沌系
统中存在最大有效计算时间和最优步长1将自忆原
理与不确定原理结合起来，在预报时段内提高初值

的准确性，从而提高天气预报技巧1
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图! 理想化模式与自忆模式预测结果的平面相图 （"），（#）为简化气候模式的理想场与预测值；（$），（%）为&’(()*+吸引子的理想场与预

测值；（*），（,）为超混沌系统的理想场与预测值

表- 简化气候自忆模式与理想场各分量之间的相关分析

!
" . -/ -! -. -0 1/ 11 1! 2/

"- 3/4/./1 3/4/5.- 3/4/!1/ 3/4/161 3/4/-21 3/4/1/1 3/4/1!! 3/4/115 3/4//7/

"1 3/4//20 3/4///1 3/4//7! 3/4//!0 3/4/-26 3/4/12. /4/2-6 /4/26- /4/1..

"2 3/4/-07 /4//00 3/4/-!5 3/4-121 /4/-/0 /4/1.- /4/100 /4/106 /4/!!7
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