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在局域卡尔曼滤波算法的基础上，提出了一种自适应删剪学习算法，这一算法的核心是用网络训练结束后得

到的局域的误差协方差矩阵测量权重的重要性，通过删除不重要的权重，得到一个紧凑的网络结构&广义异或逻辑

函数和手写体数字识别的计算机模拟结果显示该方法是一种有效的网络规模优化算法&
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$ 引 言

近年来，神经网络的研究大都致力于解决复杂

的现实问题［$，+］&反向传播算法（12算法）是一种常

用的训练前馈型神经网络的算法&这种算法的缺点

是收敛速度慢，学习过程中，如果参数选择不当，会

导致无法收敛或者使训练陷入局域最小［!］&一般

地，解决这两个缺陷的方法是使用二阶算法&
计算前馈型网络的权重以实现一个理想的输入

／输出映射可以被视为一个高阶非线性系统的辨识

问题，这一问题可以由广义卡尔曼滤波（3453)636
%7897):;853<，缩写为=%>）算法解决［0，,］&这种算法

属于二阶梯度算法，与传统的12算法相比，卡尔曼

滤波算法中需要调整的参数较少，使得它的学习更

为容易，而且，由于卡尔曼滤波算法自动估算出权重

调整的最佳步长值（即卡尔曼增益），所以网络的收

敛速度及效率都会有较大提高&但是，由于误差协方

差矩阵的规模是由权重的总数目决定且在每一次迭

代过程中都必须调整，因而其计算复杂度即使对中

等规模的网络也是过高的&为了降低计算的复杂度

和提高学习速度，人们提出了局域的卡尔曼滤波算

法［.］&然而，如何把局域卡尔曼滤波算法与权重删

剪算法结合起来，在网络训练的同时也能优化网络

的规模大小仍是一个没有解决的问题&

在神经网络研究中，除了寻找适当的网络权重，

另一个重要的问题是如何确定适当的网络规模以避

免网络规模过大引起的过度训练（(?3<5<7;);)*）现象

出现［#］，特别当训练样本含有噪声或数目较少时&
解决此问题的有效方法是使用权重删剪方法，人们

已提出了几种权重删剪学习算法，如：(@5;978A<7;)
6797*3（缩写为B1C）［-］，(@5;978A<7;)DE<*3()（缩

写为B1F）［/］和基于全局卡尔曼滤波的删剪算法等

方法［$"］&前两种方法需要计算G3DD;7)矩阵，而计算

这个矩阵需要额外的输入、输出样本对才能获得，这

两种方法不适用于在线学习情况&与上述两种方法

相比，全局的卡尔曼滤波算法没有这方面的缺陷，但

是，由于协方差矩阵必须在学习及删剪过程中计算，

而此矩阵的规模是由权重的总数目决定的，所以计

算的复杂度即使对中等规模的网络而言也是非常高

的&当我们考虑文献［$$］中的应用例子时就会清楚

这一点&此例中，用于手写体数字识别的神经网络有

.-."个权重&全局卡尔曼滤波算法训练和删剪的计

算复杂度分别为!（.-."+）和!（.-."!）&这样大的

计算复杂度使得卡尔曼滤波算法很难应用&因此，对

于卡尔曼滤波算法来说，减少训练和删剪的计算复

杂度是其研究的一个重点&
本文在一个局域卡尔曼滤波算法基础上，提出

了一种自适应删剪学习算法，这一算法的核心是用

训练结束后的局域误差协方差矩阵测量权重的重要
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性，通过删除不重要的权重，得到一个紧凑的网络结

构!我们把此算法应用于二个识别问题：广义异或逻

辑函数和手写体数字识别问题!计算机模拟的结果

表明该算法是一种有效的优化网络规模的算法!同
时，复杂度的计算表明该方法能够有效减少解决大

规模实际问题时对内存和存贮空间的要求!

" 基于局域卡尔曼滤波的学习和删剪

算法

!"# 符号说明

不失一般性，我们考虑一个! 层前馈网络，它

由一个线性输入层、几个非线性隐藏层和一个输出

层组成"为方便起见，将本文所用符号列在下面：

#$ 为第$层的神经元总数（包括阈值单元）；

%#&（’）为输入模式’的第&个元素；

%$&（’）为对于模式’的第（$，&）（第$层第&个

神经元）个神经元的输出；

(&（’）为对于模式’的输出层第&个神经元的

理想输出；

)$&，*（’）为神经元（$，*）与（$$#，&）间的互连

权重；

$+’$&（’）为神经元（$，&）的净输入；

#) 为权重的总数目；

!$& 为神经元（$，&）的偏置"
神经元（$$#，&）的输出由下式给出：

%$,#& （’）-. !
#$/#

*-#
)$&，*%$*（’）,!$,#（ ）&

-. !
#$

*-#
)$&，*%$*（’（ ））， （#）

其中.（·）是神经元的激励函数"本文中，激励函数

采用%&’()&*函数：

.（%）- #
#,+/%

（"）

或双曲正切函数：

.（%）-#/+
/%

#,+/%
" （,）

第$层的输出矢量!$（’）、理想的输出矢量"（’）以

及互连权重#$& 分别写成下列形式：

!$（’）-［!$#（’），!$"（’），⋯，!$#$（’）］0

（#$1#）， （-）

"（’）-［(#（’），("（’），⋯，(#!（’）］0

（#!1#）， （.）

#$& -［)$&，#，)$&，"，⋯，)$&，#$
］0

（#$1#）， （/）

#$-［（#$#）0，（#$"）0，⋯，（#$#$,#/#）0］0

（#$（#$,#/#）1#）， （0）

#-［（##）0，（#"）0，⋯，（#!/#）0］0

（#)1#）" （1）

!"! 局域$%&训练算法

互连权重矢量#被看作一个稳态非线性动力

学系统的状态，假定第’个训练模式送入网络，并且

假定所有权重分矢量是已知的，只有#$& 为未知的，

则系统的状态可以由下述方程描述：

#$&（’）-#$&（’/#）,!$&（’） （2）

"（’）-$（#$&（’），!#（’））,"（’）

-!!（’）,"（’）， （#3）

其中2（#$&（’），!#（’））是描述系统的时变函数，

"（’）和!$&（’）是平均值为零、协方差为%（’）和

&$&（’）的噪声"
网络参数#$& 的估算可以利用标准456方法

获得

’#$&（’）-’#$&（’/#）,($&（’）［"（’）/’!!（’）］，

（##）

($&（’）-［)$&（’/#）,&$&（’/#）］

·*$&（’）0｛*$&（’）［)$&（’/#）

,&$&（’/#）］*$&（’）0,%（’）｝/#，（#"）

)$&（’）-)$&（’/#）,&$&（’/#）

/($&（’）*$&（’）［)$&（’/#）

,&$&（’/#）］， （#,）

其中($& 为卡尔曼增益（578(79’7&9），)$& 为误差协

方差矩阵，’!! 和’#$& 分别是网络输出和权重的估算

值，*$& 为梯度矩阵，它由!!（’）在’#$&（’:#）处线性

化给出"

*$&（’）-
!$（#$&）

!#$& #$&-’#
$
&
（’/#）

" （#-）

!"’ 基于局域$%&的删剪算法

利用矩阵变换定理，

（+$)*%:#*0）:#);):#$*%:#*0）:#

.0/-期 陈 戍等：神经网络的自适应删剪学习算法及其应用



!!"!"（"!!"##）"$"!!，

以及!!［!"#（$"$）#$"#（$"$）］和"!""#（$）!，

（$%）式可以重写为

!"#（$）%｛［!"#（$&$）’$"#（$&$）］&$

’""#（$）!#（$）&$""#（$）｝&$( （$&）

假设训练在$’次迭代后收敛，相应的协方差矩阵

!"#（$）也收敛到一个稳定值!"#（(），则（$&）式可表

示为

!"#（(）&$$"#（$&$）［!"#（(）’$"#（$&$）］&$

%""#（$）!#（$）&$""#（$）， （$)）

其中

!"#（(）%*+,
$!(
!"#（$）( （$-）

如果训练在!时刻停止，且!"$’，则可以推断

$
!&$’#

!

$%$’’$
!"#（(）&$$"#（$&$）［!"#（(）’$"#（$&$）］&$

% $
!&$’#

!

$%$’’$
""#（$）!#（$）&$""#（$）(（$.）

矩阵$"#（$）和#（$）是先前未知的，为简单起见，把

它们都设为对角形式，如：

$"#（$）%!%)"*)" （$/）

和

#（$）%%)+*)+， （0’）

其中%为单位矩阵，!为一常数(当!很大时，（$.）

式等号右边的项将趋近"（$）!"（$）的期望值，即

!!"#（(）&$［!"#（(）’!%］&$%&［""#（$）!""#（$）］(
（0$）

由于协方差矩阵是准对称正定的，因而它可以分解

为以下形式：

!"#（(）%’(’&$， （00）

其中(为对角矩阵，它的对角矩阵元是!"#（(）的

本征值，而’是由相应的本征矢量组成，由此，（0$）

式可以被表示为

,［""#（$）!""#（$）］%!（’(’&$）&$（’(’&$

’’!%’&$）&$，

%!［（’(’&$’’!%’)$）（’(’&$）］&$，

%!［（’(（(’!%）’&$］&$，

%’ !
(（(’!%［ ］）’

&$( （0%）

对于网络能收敛的!值一般是很小的，!"#（(）的最

大本征值要远大于!，因而（0%）式可近似为

,［""#（$）!""#（$）］$’［!(&0］’&$，

%!［’(0’&$］&$，

%!!"#（(）&0( （01）

将""#（$）的定义式（$1式）代入（01）式，得到方程

,
!*
!-"（ ）

#.
［ ］

0

$!［!"#（(）&0］..， （0&）

其中［!"#（(）"0］..表示它的第.个对角元素(
另一方面，训练后网络的方差期望值可以表示为

,［（+),-+）0］%,［（*（."#）’!&*（,."#））0］(
（0)）

假定,."%# 是当,."# 的第.个元素（即,."#.）被置为’
时相应的权重向量，,-+%为相应的网络输出，假定网

络输出的误差与噪声项是相互独立的，则方差期望

值可以写成

,［（+),-+%）0］%,［（*（."#）’!&*（,."%# ））0］

%,［（*（."#）’!)*（,."#）’*（,."#）&*（,."%# ））0］

$,［（*（."#）’!)*（,."#））0］

’,［（*（,."#）&*（,."%# ））0］( （0-）

由于,."# 的第.个元素被删除引起的误差增量值为

",".%,［（+),-+%）0］&,［（+),-/）0］

$,［（*（,."#）&*（,.0%1 ））0］2 （0.）

对（0.）式等号右边项进行234*56展开，忽略掉高次

项后可表示为

",".%,［（*（,."#）&*（,."%# ））0］

$,
!*（,."#）

!-"（ ）
#.

［ ］
0

（/-"#.）0

$!［!"#（(）&0］..（/-"#.）0( （0/）

（0/）式描述了删掉权重/-"#.所引起网络输出误差变

化的大小，根据此变化的大小，可以判断权重/-"#.的

重要性(基于以上的分析，删剪过程如下进行：

$）利用789方程训练网络，#以递增的顺序，

"以递减的顺序；

0）用（0/）式对所有权重的重要性进行估算；

%）根据删剪权重对",." 值变化的大小，对所

有权重的重要性进行排列，排列的方法为｛0$，00，

⋯，0)-｝，其中",0#&",01 （#’1）；

1）令"/-0.!
/-0. （当.!$，⋯，.2），且"/-0.

!’（当.".2），用"/-0.按方程（)）—（.）重新构成

",."#；

&）估算由于权重（从-0$到-0.2）被删除引起的

平均期望误差的增量变化

",［0$，0.2］%#
+&$

"%$
#
)"

#%$
!（",."#）!!"#（(）&0（",."#）(

（%’）

)-) 物 理 学 报 &’卷



!）如果这个估算的误差的变化量不超过阈值

（如!!!"#$%&#’()），则定义"#*"#+,，转到步骤

-）；否则停止，删掉从$%,到$%"#.,的"#.,个权重&

/ 计算机模拟

!"# 广义$%&问题

首先用广义012问题来检验上述算法的有效

性&所用的网络有两个输入单元，34个隐藏层神经

元和一个输出神经元&隐藏层和输出层的神经元的

激活函数均为双曲正切函数（见（/）式）&权重的总数

目为5,&设 初 始 的 协 方 差 矩 阵!’(（4）*)，!*
46444,&初始权重在区间［.4&3，4&3］之间随机选

取&在模拟中，随机数产生器产生!,44对随机数，其

中!444对用于网络训练，另,44对用于测试&当训

练收敛之后，送入,44对测试数据，平均测试误差可

由下式得到

!"%&"*
,
,44"

,44

+*,

［"（+）,#$-（+）］3& （/,）

当"个权重$%,到$%"被删除后，实际的平均测试误

差由下述公式计算而得：

!［%,，%"］* ,
,44"

,44

+*,

［"（+）,#$-（+）］3&（/3）

由删除权重引起的误差实际变化量由下式计算：

!!78"97(*!［%,，%"］,!"%&"& （//）

将由删除权重引起的误差实际变化量和根据

（/4）式估算的误差变化量!!［%,，%"］作比较，其结果

如图,所示&它表明估算值和实际值非常接近&图3
显示了估算 的 误 差 变 化 量!!［%,，%"］、实 际 变 化 量

!!78"97(与裁减的权重数目的关系，它同样显示了估

算值与实际值在"小于:/时非常接近&此图表明

用基于局域;<=的裁减方法删除!>.的权重不会

使误差明显增加&

!&’ 手写体数字识别

在这里，我们把上述删剪学习算法和视觉学习

规则结合起来，以解决手写体数字不变性特征提取

及识别问题&所用的网络结构为一个/层前馈型网

络&基于;<=的删剪学习算法和迹（"$78%）学习规则

结合用来训练和删剪输入层与隐藏层之间的网络权

重，在训练中自组织地提取不变特征信息&隐藏层与

输出层之间权重的训练由标准的;<=删剪学习算

图, 广义012问题中的估算误差变化值!!［%,
，%"

］（/4）

式与实际值!!78"97(关系图

图3 测试误差变化与权重删剪数目关系图

法完成&迹学习规则［,3，,/］首先是用于自组织的不变

性替换，又推广应用于神经网络的学习中&由于输入

模式的不变性特征提取是由隐藏层完成的，我们定

义第(个隐藏层神经元对第/ 类输入模式的迹为：

?/(（+）*"?/(（+.,）+（,."）01(（+）［,3］，其中"是

一个控制参数，用以控制迹和新的输入之间的相互

影响，01(（+）是第(个隐藏神经元的输出&当隐藏层

的训练收敛后（迹稳定），输出层利用提取的不变性

特征对输入模式进行归类（识别）&在这个网络中，第

(个隐藏层神经元只与2(个输入层神经元连接，是

局域互连，而隐藏层到输出层是全互连的&
在隐藏层对输入模式进行不变性提取中，我们

使用下述系统方程来描述这个非线性系统：

%’(（+）*%’(（+,,）3!’(（+）， （/-）

&（+）*,
"

［’（+）,$1（+）］

*’（+,,）,$1（+）& （/:）
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与第!节的推导类似，局域"#$和迹的迭代方程可

表示为

!"!"（#）$!"!"（#%%）&#!"（#）

·［$（#%%）%!%!（#）］， （&’）

#!"（#）$［&!"（#%%）&’（#）］(!"（#）’

·｛(!"（#）［&!"（#%%）&’（#）］

·(!"（#）’&)!（#）｝%%， （&(）

&!"（#）$［&!"］（#%%）&’（#）］%#!"（#）(!"（#）

·［&!"（#%%）&’（#）］， （&)）

’"（#）$!’"（#%%）&（%%!）()!"（#）* （&*）

隐藏层根据（&’）—（&*）式自组织地进行不变性

特征提取*最后的分类由隐藏层和输出层完成，用标

准的"#$删剪学习算法进行训练*
本文采用一个小规模的手写体数字数据库［%&］

作为来考察网络性能的样本*这些数字是从一个更

大的数据库［%+］中提取出来的*图&给出了所有的

!,,个样本，其中%,,个样本作为训练样本，另%,,
个样本作为测试样本，每一数字由!,-!,个像素构

成*在模拟中，网络规模为+%.!,-!,，+!.%+-
%+，+&.%-%,*每个隐藏层神经元与,"./-/个

输入神经元有互连，即接收场为/-/，网络权重的

图& 手写体数字

总数目为’)’,*令-!"（,）.-&"（,）..，!.,0’—

,0(*权重的初始值在区间［1,*%，,*%］中随机选取

的*迹的初始值’（,）定为零*图+（2），（3）显示了实

际的训练误差、估算的误差值和测试样本产生的误

差与隐藏层和输出层中权重删剪数目的关系*从图

+中可以看出，估算的方差非常接近实际的方差值*
图/（2），（3）给出了训练样本和测试样本的识别率

与隐藏层和输出层中权重删剪数目的关系*

（2）为隐藏层

（3）为输出层

图+ 估算误差、测试误差、训练误差与删剪权重数目的关系图

表%给出了网络性能的一些数据，包括学习过

程 的迭代次数、当+,+,个权重（隐藏层&+’,个，输

表% 四种网络的性能（第一、二种网络使用一个相同的

数据库，第三、第四种网络采用另一个数据库）

网络模型
迭代

次数

训练集的

识别率／4

测试集的

识别率／4

所需权

重数目

%
局域"#$训练

和删剪算法 !!,, %,, (, !)!,

! 526678［%!］ !(, */ // %,+,,

& 9:;<［%,］ !/,, */ ’+=)& ’)’,

+ 背传（>9）网络［%,］ !/,, */ /(=*! ’)’,
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（!）为输出层

图" 识别率与删剪权重数目的关系图

（#）为隐藏层

出层"$%个）被删除后训练和测试样本的识别率&为
了作比较，表’中还给出了其他算法的结果，如

(#))*+在文献［’,］报道的同一数据库的结果，-./0
等在文献［’’］中使用的稀疏迹神经网络的结果以及

1-网络的结果&其中-./0的模拟是基于另一个不

同的数据库，但训练集和测试集的大小与本文是相

同的&用我们的算法所得到的结果要优于其他三种

算法&图2（#），（!）给出了稳定的迹和测试样本被送

入训练后的网络时隐藏层神经元输出的模式&它们

高度的相似性表明我们提出的算法能够有效地提取

输入模式的不变特征&

（!）为手写体数字输入网络时的输出

图2

（#）为网络收敛后的迹

3 计算复杂度和存贮要求

为了论证本文提出的训练和删剪方法比全局

456算法在解决实际问题时更具有实用性，我们比

较了两种方法的计算复杂度和存储要求&在训练过

程中，局域456方法每一次迭代的计算复杂度为

!（!"7’#8’（$#）9$#:’），在删减过程中，局域456
方法的计算复杂度为!（!"7’#8’（$#）,$#:’）%相应

的训练和删减的存储要求都是

! !"&’
#’’

（$#）9$#(（ ）’ %
全域456训练和删剪的计算复杂度分别为

!（（$)）9）和!（（$)）,），而相应的训练和删剪的

存储要求都是!（（$)）9）%表9按顺序给出了对上

述二个问题每次迭代中训练、删剪网络所要求的计

算复杂度%从表’可以看出，全域456算法与局域

算法相比，有高的多的计算复杂度和存储要求，对大

尺度问题更是这样%局域456算法较低的计算复杂

度和存储要求使得它更适合于解决大尺度问题%

表9 全局和局域456训练和删剪算法的计算复杂度、存贮容量要求的比较

问题 局域456训练和删剪算法 全局456训练和删剪算法

计算复杂度 存贮容量要求 计算复杂度 存贮容量要求

训练

（每次迭代）
删剪 训练 删剪

训练

（每次迭代）
删剪 训练 删剪

;<=> !（2%9?’%9） !（@%$?’%,） !（2%9?’%9） !（2%9?’%9） !（2%2?’%,） !（"%,?’%"） !（2%2?’%,） !（2%2?’%,）

AB> !（"%%?’%"） !（C%$?’%C） !（"%%?’%"） !（"%%?’%"） !（3%C?’%C）!（,%9?’%’’）!（3%C?’%C） !（3%C?’%C）

注：;<=>为广义<=>问题；AB>为手写体数字识别&
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! 结 论

本文提出了一个用于训练和删剪前馈网络的局

域"#$算法%此方法的核心是使用协方差矩阵中的

块来度量权重的重要性并删除不重要的权重%我们

把这一算法直接应用于广义&’(问题%同时，这个

算法还与迹学习规则结合用于自组织地提取手写体

数字的不变特征%全域"#$和局域"#$方法的比

较表明，局域"#$训练和删剪方法的计算复杂度和

存贮要求远比全域方法要低，特别是大尺度问题，这

在解决现实的复杂问题时是非常有益的%而且，计算

机模拟表明本方法能有效的删除作用不显著的权重%

［)］ *%+%,-./0!"#$%，&’"#()*+%,-.%，!"（)112），))34（5/

,-5/676）［常胜江等，物理学报，!"（)112），))34］%
［4］ +%8%*-6/!"#$%，&’"#()*+%,-.%，!"（)112），)199（5/,-5:

/676）［申金媛等，物理学报，!"（)112），)199］%
［;］ +%*%<-./0，&%,%&5.=，/)-.%()*+%，#（4333），>32%
［>］ 8%?50@/A，B%*.C.5，B%D=C@E.F@，011123#.+%,-4.#$

(35’!++-.4，!$（)114），1!1%
［!］ *%*5/0-.A，G%H@，IF=J%?"""?/K%,=/L%MJ=@7K，*N66J-

./O*50/.AIF=J6775/0，（)121），N%))2P%
［9］ *%*-.-，$%I.AE56F5，Q%R.K@E，6!73#$6!"8539+，%

（)114），PP1%
［P］ (%(66O，011123#.+%6!73#$6!"8539+，!（)11;），P>3%
［2］ 8%G6,@/!"#$%，MOS./J675/T6@F.A?/L=FE.K5=/IF=J6775/0

*U7K6E，"O%R%*%D=@F6K7CU（)113），N%;19%
［1］ V%B.775W5，R%X%*K=FC，MS./J675/T6@F.A?/L=FE.K5=/IF=:

J6775/0*U7K6E"O7%B./7=/!"#$%，（)11;），N%)9>%
［)3］ +%*@E，,%*%G6@/0，X%B%8=@/0，H%#%#./，0111

23#.+%6!73#$6!"8539+，&$（)111），)9)%
［))］ B%I6/0，G%*-.，Y%X./，8%H65，1$!’"3%:!""%，’!

（)112），414%
［)4］ I%$=AO5.C，6!73#$/5;<7"#"-5.，’（)11)），)1>%
［);］ X%H.AA57，6!73#$6!"8539+，#（)119），)!);%
［)>］ 8%G6,@/，V%V=76F，+%*%R6/C6F，R%B6/O6F7=/，(%"%

B=Z.FO，H%B@WW.FO，G%R%+.JC6A，6!73#$/5;<7"#"-5.，&
（)121），!>)%
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