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为模拟复杂分形表面特别是在低掠角入射条件下的双站散射，发展了一种结合前后向迭代方法（’()）与谱加

速算法（*++）快速求解散射场的 ),-./ 0123, 数值方法，计算了在 45，4) 锥形波入射在一维分形导体粗糙面的双站

散射以及有规则异物存在时的双站散射，讨论了分形粗糙面双站散射的角度性分布与其分数维的关系 6
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& 引 言

粗糙面散射在光学、电磁学与声学等领域均有

十分重要的研究与应用，比如光学界面特性，电磁散

射与波传播，海底声波探测等 6描述粗糙面通常采用

的是周期函数和随机函数，如正弦函数和 :1>?? 分

布随机函数 6然而，实际的粗糙面往往并不是如此 6
近年出现的分形几何学，讨论分形结构的自相似性

分布，兼顾了随机粗糙面多尺度无序的特点，往往更

接近实际的粗糙面 6分形函数在周期函数和随机函

数之间建立了一种联系桥梁，它的几何廓线分布由

分形函数的几个参量来支配 6
现有的分形粗糙面的散射求解大多也基于一定

的近似条件，如大尺度起伏的 @A2BCC,DD 近似［&］、小尺

度微扰法［"］、一般 E1F3/AGC 方法［%］和扩展边界条件

方法［$］等 6这些近似条件不但对粗糙面的参数有一

定的限制，而且无法应用于在低掠角入射条件下必

须要考虑的多次散射与多路径传播、边缘衍射、遮蔽

效应等 6
计算机数值计算技术的发展，促使复杂形体散

射 的 快 速 准 确 的 数 值 计 算 研 究，比 如 矩 量 法

),)［=］，有限元法［9］等 6 与近似解析方法相比，数值

方法对粗糙面参量一般不作特定的限定 6由于计算

粗糙面的范围有限，为求得精确的电磁散射截面，必

须考虑边缘电流的影响，大致上采用这样四种方法，

即 &）锥形入射波，"）周期边界条件，%）吸收边界条

件，$）锥形阻抗片［<］6其中 &），"），$）常被 ),) 采用，

"）可被有限元法采用，%）常为时域有限差分方法

’H4H 采用 6由于 ),) 要求解相当大的全矩阵方程，

难以实现 ),-./ 0123, 散射解的多次实现，而有限元

法在计算上虽然比 ),) 较为有效［9］，但仍然不能快

速地实现 ),-./ 0123, 的多次计算 6尤其在低掠角入

射条件下，这些数值方法要求取相当长的粗糙面，从

而在剖分粗糙面后产生极多的未知量，其计算量为

!（"%）（未知量个数 "），这使得数值求解成为十分

繁重而难以完成的工作 6
以 ),) 为基础，并设法减少计算量的快速计算

数值方法得到了进一步的研究发展 6其中一种新的

数值方法是前后向迭代法（’,2I12J (1BKI12J )/.C,J，

’()）［8］6该方法将粗糙表面每个离散单元的感应电

流对散射场的贡献分为前向与后向两个部分：由入

射电磁波和在该接收场单元前面的源单元感应电流

共同产生的前向贡献，以及在该接收场单元后面的

源单元感应电流产生的后向贡献 6首先通过整个粗

糙面计算得到前向贡献，然后用来确定后向贡献，通

过多次迭代直到收敛为止 6这种方法具有很快的收

敛性，使得计算速度加快，其计算量为 !（""）6文献
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［!］将 "#$$% 函数谱积分加速方法（&’$()#*+ ,(($+$#*-
)./% ,+0/#.)12，&,,）应用于电场积分方程（3453）的

467 计算，计算量和内存可再减少为 !（"）8因此，

467 适用于快速模拟计算包含低掠角入射时粗糙

表面的散射问题，但是 3453 数值计算的不稳定性会

导致该方法的收敛速度较慢［9:］8
本文用磁场积分方程（7453）将 467 与 &,, 结

合起来，快速有效地数值计算 ;3，;7 锥形波入射在

复杂分形粗糙面上的双站散射 8

< 467=&,, 方法

!"# $%&

考虑沿水平 # 轴展开的一维随机完纯导体粗

糙面 $ > %（ #），且有〈 %（ #）〉> :8由 ;3 波和 ;7 波入

射，分别有 7453 为

!& .%(
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将 粗 糙 面 沿 # 方 向 均 匀 离 散，应 用 点 匹 配

7/7［99］，由以上的 7453 可写成矩阵形式的方程

’· ! > "， （C）

其中 ’ 为阻抗矩阵，" 为入射波，! 为粗糙面感应电

流 8’ 矩阵元素的表达式［D］为

;3 波入射：
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;7 波入射：
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上面所有方程式中，%#（ #. ）>!%（ #）=!# F # > #.
，

%#（ #) ）> !%（ # ）=!# F # > #)
，%##（ #) ）> !< %（ # ）=

!#< F # > #)
，$. > %（#.），$) > %（ #) ）8 ) 表明场点单元，

) > 9，⋯，"，. 表明源点单元，. > 9，⋯，) 8
在 467 中，将电流矢量与阻抗矩阵进行如下分

解：

! > ! J ? !K， （D）

’ > ’J ? ’L ? ’K， （!）

其中 ! J 是对电磁波向前（J）传播有贡献的粗糙面上

的部分感应电流，!K 是电磁波后向（K）传播的进行

修正的粗糙面上的部分感应电流 8’J，’L 和 ’K 分别

是矩阵 ’ 的下三角形矩阵、对角线矩阵和上三角形

矩阵 8这样有

’L· ! J > " B ’#·（ ! J ? !K）， （9:）

’L· !K > B ’K·（ ! J ? !K）8 （99）

由上两式可看出，方程（9:）描述前向传播，方程

（99）描述后向传播 8
上述两方程可以迭代计算，当迭代次数为 0 时，

（ !（ 0）
J ，!（ 0）

K ）可以通过下两式取得

（’L ? ’J）· !（ 0）
J > " B ’J· !（ 0B9）

K ， （9<）

（’L ? ’K）· !（ 0）
K > B ’K· !（ 0）

J 8 （9C）

方程以 !（:）
K > : 开始计算，直到收敛到指定收敛

精度为止 8对于一般粗糙面而言，迭代次数不超过 H
次 8

!"! ()**+ ,--

由（9，<）式得到方程（9<，9C）式的!+（ (，(@）=!)
和!+（ (，(@）=!)@ ，在 467 中要重复计算前向和后

向场贡献：

1 J（ ().）> $
)B9

. > 9
- J

).2.， （9E）

1K（ (%2）> $
"

. > )?9
-K

).2.， （9G）

其中 (%2 > F () B (. F > （#) B #.）< ?（ $) B $.）" < 8
无论是前向或后向迭代计算中，散射场总可以

划分为远场和近场，从而相应的源点单元 (. 对场点

单元 () 的贡献作用可以分为强作用贡献 1L 和弱作

用贡献 1M，写为

1 J（ ().）> 1L ? 1M > $
)B9

. > )B "L B9
- J

).2. ? $
)B "L B9

. > 9
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).2. 8

（9H）
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对 !" 处的强贡献 #!，是由在 !" 处接收场单元

附近距离 $ ! 以内的 % ! 个源单元对其共同产生的贡

献，本文仍采用精确的 "#" 计算 $
对于源点单元远场的弱贡献 #%，是由在 !" 处

接收场单元距离 $ ! 以外的 " & % ! & ’ 个源单元对其

共同产生的贡献，可以通过 ()) 加快计算速度 $ 距

离 $ ! 通常是整个计算场域的很小一部分，一般由粗

糙面的粗糙程度来确定 $
本文讨论前向传播的弱贡献的 ()) 算法，对于

后向传播的弱贡献也同样适用 $
对于 *+ 锥形波入射，有
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由文献［/］有 56778 函数的谱积分形式
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代入（’4）式中，则有
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其中
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对于 *" 锥形波入射，同样有
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由文献［/］有 56778 函数的谱积分形式：
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代入（3’）式中，同样有

#%（ !"&）, & .!)
/##.!

0"（!）7.+/" !.8!;!， （3>）

其中

0"（!）, 0"&’（!）7.+!):#!!
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（30，3/）式表明远场单元组的弱贡献可以通过

递推方式进行计算，这样就大大地加速了计算 $
考虑到在复!平面上的谱积分路线的选择，由

于在较长粗糙面上远场弱贡献的 0"（!）在实!轴空

间趋于有一个狭窄的主瓣和许多狭窄的旁瓣，将实

!轴空间的积分路径 .! 改选为复!空间上的 ."，而

使弱贡献的 0"（!）在积分路径 ." 上有缓慢变化模

式 $ ()) 的高效就在于这种远场缓慢变化模式，选择

." 的判椐以及谱积分的实现在文献［=］中有论述 $

> 分形粗糙面模型

本文 采 用 带 限 ?7.76!@6A!!B"A8;7CD6#@ 分 形 函

数［/］，该函数具有带限空间频率，并在相应有限分辨

率内表现自相似性 $该函数的分数维的测定值在平

滑周期曲线至粗糙填充面积曲线［’］之间 $分形函数

由加权周期函数的代数和表达为

,（)）,"·.!
1&’

& , 0
2（3&3）& !.8（+0 2&) 2#&），（3E）

其中 3 是分数维（’ F 3 F 3），#& 是每一谐波的随机

初相位，2（ G ’）是尺度因子，+0 , 3#H$0 是空间基波

数，. , 3（’ & 23（3 & 3））H（’ & 231（3 & 3）" ）是幅值控 制

因子，"为均方根高度 $ 从（3E）式可以看出，随着周

期函数空间频率的增加，通过这些周期函数的叠加

来描述粗糙面精细结构 $（3E）式的自相似性或对称

性放大可以通过下式反映：

,（)）$
’

2（3&3）,（2)）$ （3I）
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（!"）式表明该分形曲线如果在 ! 轴放大 " 倍、在 #
轴放大 #$ "（$ % !）倍，则和变化前的曲线是相似的 &

从（!’）式可以看到，分形粗糙面是由参量!（均

方高度），$（分数维），"（频率尺度），%(（基本波常

数）和 &（最高谐波数）来确定 & 而传统的随机粗糙

面模型的参量是!（均方高度）和 ’（相关长度）&
（!’）式的分形函数是归一化函数，因此，粗糙面

起伏 (（!）的均方根高度为!&相关长度 ’ 可以由分

形粗糙面相关函数"（#）来确定，即

"（#）) * (（!）(（! +#）, )（# % "!（$%!））$

（# % "!&（$%!））!
&%#

) ) (
"!（$%!）) -./（%( ")#）&（!0）

注意相关函数仍为带限 12324/546//7869:2;<4.5
分形函数，’ 通过"（ ’）) #$ * 数值计算来确定 &

对于粗糙面散射，入射波长作为衡量粗糙面粗

糙特性的一种尺度 &因此，当入射波长变化时，分形

粗糙的尺度在变化 &随着入射波长的减小，分形粗糙

面的可视细节增加 &如果粗糙面包含的精细结构尺

度和入射波长相同，则会出现谐振现象 &因此，入射

波长是研究粗糙面散射和度量粗糙度的合适尺度 &
因此，& 可以由入射波的频率来确定，即

%( "&%# ) %， （!=）

其中 %（ ) !!$$）是入射波波数，这样可以保证空间

最高谐波波长$& 小于入射电磁波波长$&
因此，这个分形粗糙面模型包含有限范围的空

间频率 &它的谱分布由 %(，" 和 & 决定 &这种分形粗

糙面的粗糙度由其分数维 $ 控制，其均方高度为

!&

> 双站散射数值模拟结果与分析

!"# $%& 方法的有效性

为验证 ?@8$ABB 程序的精确性以及 ABB 谱加

速效率，用 ?@8$ABB 和 8.8 同时计算一分形粗糙

面的双站散射和面感应电流 &计算中分形粗糙面取

长度 + ) >0&">$，CD，C8 锥形入射波的宽度控制因

子 , ) 0& E>$，入射角%39- ) F(G，入射波波长$ ) #
（H）&分形粗糙面参量为：$ ) #& F，" ) * $! & (，& )
#(，&( ) #($，!) (&(’$，离散密度取为 #($$&两种计

算完全吻合表明 ?@8$ABB 程序的正确，而 8.8 要

耗费十多倍的计算时间 & 此外，?@8$ABB 计算的散

射场的能量守恒分别为：CD 波为 ( & EEE0，C8 波为

( &EEE=，表明足够的精确 & ?@8$ABB 与 8.8 计算时

间比较，如表 # &

表 # ?@8$ABB 与 8.8 计算时间比较

CD C8
8.8 #&F="（H39） #&0#E（H39）

?@8$ABB 0&#E（/） "&0(（/）

?@8$ABB 与 ?@8 的计算时间比较如表 !（此时

离散密度取为 !($$）&

表 ! ?@8$ABB 与 ?@8 计算时间比较

CD C8
?@8 !E&==（/） >’&(>（/）

?@8$ABB #=&"F（/） !"&=’（/）

带限分形函数的最高谐波上限按（!=）式来截

取，以保证最高谐波波长小于入射波长，从而保证入

射波的分辨率 &为验证（!=）式的正确性，若取最高谐

波上限分别为 & ) #(，#’，用 ?@8$ABB 数值计算 ’(
条随机分形粗糙面双站散射的平均，两者几乎完全

重合，因此，按（!=）式选取最高谐波次数 & 完全可

满足入射波的分辨率 &
本文对离散密度取 #($$和 !($$对 ’( 条随机

分形粗糙面双站散射的平均作了比较，两者也完全

重合，因此，离散密度 !($$可保证计算精度 &
同样，本文用离散密度 !($$计算 8.952 I64;. 实

现的 ’( 条与 =( 条随机分形粗糙面双站散射的平

均，两者结果也几乎完全一致，因此，计算 ’( 条随机

分形粗糙面来完成 8.952 I64;. 方法的数值结果的平

均可以满足计算需要 &

!"’ 双站散射数值模拟结果与分析

在下列计算中，取入射波长$ ) #（H），用 8.952
I64;. 方法实现 ’( 次随机分形粗糙面双站散射实现

平均 &
锥形入射波的夹角选定为 !’) EG，入射角分别

为 F(G与 =(G &粗糙面照亮长度与入射角关系为 + )
+( J -./（=( +’）$-./（%+’），这样，分形粗糙面长度

=(G时取 +( ) >(E & "$，则在 F(G时 + ) >0& ">$，相应的

锥形入射波的宽度控制因子为 , ) + $" &( &
> &! &# 分形粗糙面的双站散射

对每一种入射角情况，计算三种分数维的分形

粗糙面：$ ) #& #，# & "，# & E & 分形粗糙面的频率尺度

为 " ) * $! &分形粗糙面的均方高度变化分别为!)
(&(’$，( &>$& 分形粗糙面的空间基波波长为&( )
#( &($&
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由图 !，" 可以看出：入射角较小时（比如!#$% &
’()），随着均方高度"增大，双站散射从接近于镜向

（’()）的散射，而逐步增强角度性的漫散射，后向散

射得到增强 *而当低掠射时（比如!#$% & +()），虽然在

镜向反射方向上仍保持较大的前向散射，但有强烈

的漫散射角度性起伏震荡，分形表面在低入射时强

烈的散射角度性起伏与以往的 ,-.// 粗糙面有着明

显的不同 *图 ’ 给出 01，02 波在 +()入射时 ,-.// 粗

糙面的双站散射，作为一种对比（此时，"& (* 3#，相

关长度分别为 ! & !* ""#，( * +(#，对应于 " & !* !，

! *4情况）*

图 ! 01 波入射三种分数维的分形粗糙面的双站散射（!#$% & ’()，!#$% & +()）

同时，由图 !（-），"（-）可以看出，在镜向散射方

向的两侧角起伏小波峰的高低随着分数维的增大而

增高，同时各波峰峰点的拟合直线或任意两峰点连

线的斜率，随着分数维的增大而减小 * 01 波的双站

散射波峰连线斜率与 " 有近似线性关系为

# ! $（"，!#$，%(，&）（" 5 "）* （"6）

02 波的双站散射波峰连线斜率与 " 有类似的关系

为

# ! $（"，!#$，%(，&）（" 5 "）7 $02（"，!#$，%(，&），

（’(）

其中 $（"，!#$，&(，&）和 $02（"，!#$，%(，&）均为分形面

的均方高度"、入射角!#$、最大基波数 %( 以及频率

尺度 & 等参量的函数 * 当"增大，漫散射条件下这

一线性关系不存在（如图 !（8），"（8））*
本文对 " 从 ! * ((! 到 ! * 666 共有 !! 种不同的

分数维的表面进行了 01，02 波在!#$% & ’() 时双站

散射计算，并给出的波峰连线斜率（"6，’(）与 " 的

关系 *十分有趣的是它们表现了十分良好的线性关

系，01 与 02 的斜率相同（如图 3 所示），但 02 波的

斜率可有负值，即连线可以向上翘起 *
对于图 !（-）中的 01 波，有 #!( * "+·（" 5 "），

而图 "（-）中的 02 波则有 #!( * "+·（" 5 "）7 (* ! *
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测量双站散射的各峰点连线斜率可能用来近似推知 分形粗糙面的分数维 !

图 " #$ 波入射三种分数维的分形粗糙面的双站散射（!%&’ ( )*+，!%&’ ( ,*+）

图 ) -./00 粗糙面的双站散射（!%&’ ( ,*+）
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图 ! 双站散射角度性峰点连线斜率与分数维 ! 的关系

!"#"# 分形粗糙面上有规则几何体时双站散射

不妨设想分形面上有一规则几何体（比如三角

形）破坏了粗糙面的均匀分形特征 "假设在分形粗糙

面中部有一宽为 #!，高为 $!的规则三角形 " 图 %
（&），（’）分别给出 () 和 (* 波在有无三角形时的双

站散射，可以看出，三角形目标的存在明显地消除了

图 % 分形面上有无三角形异物的双站散射

分形粗糙面双站散射的角起伏震荡特征，但其中明

显的起伏尖峰仍然存在 " 因此，峰点连线斜率关系

（#+，,-）仍可能存在 "
本文又计算了同样 " 长度的光滑平面上有相

同大小三角形的双站散射，并与上分形粗糙面的结

果作了比较 "如图 .（&），（’）所示 "可以看出，分形粗

图 . 光滑平面和分形面上三角形异物的双站散射

糙面的贡献表现在连续排列的尖峰 "

% 结 论

本文将前后向迭代法与谱积分加速结合起来

（/0*1233），用 *4567 8&9:4 数值模拟一维分形导体

粗糙面上的双站散射，可以看出：

$; 谱积分加速的前后向迭代法能够准确快速

地数值模拟在任意入射角条件下分形粗糙面双站散

射 "
# ; 在小角度条件下，随着均方高度的增加，双

站散射从镜向散射为主变化为角度性漫射，并增强

了后向散射 "但在低掠入射时，双站散射表现为角度

,-<% 期 李中新等：分形粗糙面双站散射的快速前后向迭代法数值模拟



性强烈震荡，后向散射不一定增强 !而与 "#$%% 粗糙

面明显不同 !
& ’ 双站散射角起伏的波峰连线斜率随着分数

维增大而减小，斜率与 ! 之间存在线性关系，() 与

(* 波的这种连线斜率相同 !

+ ’ 若有规则几何体存在分形粗糙面当中，则双

站散射角度性起伏明显减少，相应的双站散射自然

会增大 !而角度性起伏的尖峰连线斜率与分数维的

线性关系仍可能存在 !
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