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依据广义增广相空间中的 ’()*+,-. 作用量在无穷小变换群作用下的不变性，给出广义完整保守和非保守力学

系统的对称性和不变量及有关结论的逆命题，最后举一实例说明 /
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! 引 言

力学系统的对称性和不变量是其本质特征的反

映 /目前，人们在位形空间和相空间中关于力学系统

的对称性和不变量进行了有益的探讨，但大都限于

研究普通分析力学和量子力学中的问题［!—$］/ 本文

给出高维增广相空间中广义完整保守和非保守力学

系统的对称性和不变量及有关结论的逆命题，并举

例说明新理论的应用 /

% 广义完整保守力学系统在高维增广

相空间中的不变量

对于广义完整保守力学系统，在高维增广相空

间中的 ’()*+,-. 原理为作用量
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在运动正路上取驻值 /
广义完整保守力学系统，在高维增广相空间
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均为（!）式所

含变量的生成函数，在广义增广相空间中所有变量

均自由变化 /在（$）式的作用下，（!）式为
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则变换后作用量之差为
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经整理可得

"! 0"*!
"!

"
{

#

3
3 " "

#

$ 0 !
"
!

% 0 !
&$1% $

*
$

（%2!）

2 (#( )*

2"
#

$ 0 !
"
!

% 0 !

)&$1% 5 !(

! ’$

（%2!( )） $
*
$

（%2!）

2 ’$

（%）

#( )*

5"
#

$ 0 !
"
!

% 0 !
’$

（%）

2 !(
!&$1

( )
%
&

*
$

（%2!）

2 )&$1%#( )*

第 "# 卷 第 " 期 %##! 年 " 月

!###6$%7#1%##!1"#（#"）1#8!!6#"
物 理 学 报
9:;9 <’=>?:9 >?@?:9

A-+/"#，@-/"，B(C，%##!
#

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%##! :D*./ <DCE/ >-F/



!!
!

" " #
!
!

# " #
$"$# "

%
"

（#%# }）

& & ’ （(）

进而更一般地有

!’ "#%"
&#

&
{

)

&
& & !

!

" " #
!
!

# " #
$"$# $

%
"

（#%#）

% (%% % )%
（#%#

( )
）

!!
!

" " #
!
!

# " #
$"$# "

%
"

（#%#）

! )%
（#）

%!
!

" " #
!
!

# " #

*$"$# ! "(

" +"

（#%#( )）

· $
%
"

（#%#）

% +"

（#）

%( )% !!
!

" " #
!
!

# " #
+"

（#）

% "(
"$"$

( )
#

·&
%
"

（#%#）

% *$"$#%% }）& & ’ （*）

若力学系统对称，则（*）式在广义力学系统的正

路上恒为零 ’因此，若有
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则广义力学系统在高维增广相空间中的不变量为
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这与文献［2］的结果一致 ’
究竟什么样的无穷小变换群能使 345670-. 作用

量（#）保持不变呢？将（+）式代入（8）式，则得!’ " )
的条件为
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2 广义完整非保守力学系统在高维增

广相空间中的不变量

广义完整非保守系统的 345670-. 正则方程［9，8］

为
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广义完整非保守力学系统，若高维增广相空间中的

无穷小变换群（2）可致使与系统对应的保守部分的

345670-. 作用量（#）保持不变，且满足
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则该系统的动力学不变量为
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此处生成函数和规范函数满足条件：
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9 逆 命 题

在这一部份中，力学系统的动力学不变量也一

定对应一组无穷小对称变换 ’

!"# 广义完整保守力学系统

假设有一广义完整保守系统，它存在一个动力
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对应有一组无穷小对称变换以使力学系统的 34567;
0-. 作用量保持不变，将（#(）式与（*）式结合，则得
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去掉规范函数!"
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因此，若生成函数满足如下关系式：
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则有!$（!）# $，因此广义完整保守力学系统，若
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式确定的高维增广相空间中的无穷小多参数变换群

使得广义力学系统在该空间的 ,-./0123 作用量保持

不变 )
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确定的高维增广相空间中的无穷小多参数变换群使

得广义力学系统在该空间中的 ,-./0123 作用量保持

不变，即!$（!）# $)

5 举 例

在圆柱孔 . 及 / 内插入圆柱形的均匀而有弹

性重梁的端点，把 .，/ 看成是一个水平安置的圆柱

部分 )梁的大小、密度及弹性系数都认为是已知的 )
试研究此系统的对称性和不变量 )

解 这是一个完整保守系统，首先求其广义动

量 )
利用原理：如果一个力学系统处于稳定平衡状

态，那么对于此系统的任何可能的移动，都使系统的

位能增加 )
以 4 0 表示二支点间的距离，’表示梁的密度，

% 1 表示梁轴弯曲的弧元素，设 23 轴联接二支点，原

点在 ./ 的中点，24 轴的方向垂直向上，设弹性轴

的方程是 4 # 4（ 3），而计算梁的位能 ) 当梁弯曲时
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此处 !，" 依次相当于本文中各公式里的 #，$ ! 位能
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最后，研究逆问题，求系统的对称变换 !
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于是，所求的对称变换为
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由上可知，本题中自变量 " 的平移变换是该系统的

对称变换 !
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N5MN 期 乔永芬等：高维增广相空间中广义力学系统的对称性和不变量


