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将实验模拟法引入量子力学 &设计了一个弦振动系统，这个系统的定态方程与定态薛定谔方程数学形式一样，

为定态薛定谔方程的模拟解法提供了理论和实验途径 &宏观模拟的结果为理解薛定谔方程提供了宏观类比 &
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! 引 言

在量子力学的局域性理论中，薛定谔方程具有

核心地位 &目前解这个方程有三种方法 &一是在数学

上严格求解，得到体系的能量本征值与本征波函数

（如著名的氢原子问题）；二是近似计算方法（如微扰

法、变分法、)*+ 法等）；三是数值计算法，由于计算

机的 应 用，目 前 有 大 量 文 献 报 道 这 种 方 法 的 使

用［!—’］&本文将研究另外一种方法，即将微分方程的

实验模拟法引入量子力学 &建立一个宏观波动体系，

这个体系所服从的波动方程在数学形式上与薛定谔

方程一样，那么，我们就可以用实验的方法研究这个

宏观体系在各种边界条件下所表现出的现象，这些

宏观现象在数学上对应量子体系的行为 &这样，就通

过研究宏观现象巧妙地研究了微观现象 &这样做有

三点好处：一是使难以理解的量子现象有了一个宏

观类比；二是宏观实验可以模拟任意形状的定态势

场约束下德布罗意波的行为，这是严格求解法和近

似计算法做不到的；三是通过宏观模拟可以洞察一

些至今没有发现的量子现象 &对于定态的薛定谔方

程，本文介绍的工作达到了上述目的 &

$ 非齐次弦振动方程

设一柔软的细线，线密度!、张力为 !，处在一

种弹性 媒 质 中，媒 质 对 弦 线 仅 提 供 形 式 为 " ,
- #（$）·%（$）·!$ 的力 & %（ $）是弦线上任一点离

开平衡位置的位移，#（$）是 $ 点的弹性系数，!$ 是

所研究弦线上的一小段在 $ 轴上的投影，负号代表

" 方向与 %（$）方向相反（图 ! 所示）&下面用标准的

力学程序证明，这个体系的运动规律符合 *./0123452
641 方程 &

图 ! 非齐次弦振动方程的推导

在弦上任取一小段 &&7 &由于弦的振动是微小

的，故可以认为弦在振动过程中并未伸长，即可以认

为 &&7的弧长!’ ,!$，这时张力 ! 是一个常数，它

与位置 $ 和时间 ( 均无关 &又由于弦是柔软的，所以

张力 ! 的方向总是沿着弦的切线方向［8］&
受力分析：

（!）作用在 &7 点上的张力 !，它在 ) 轴方向的

分力为 !901"7 &
（$）作用在 & 点的张力 !，它在 ) 轴方向的分

力为 - !901"&
（’）作用在 &&7 上，垂直于 $ 轴约束力为 " ,

- #（$）·!$·!)（$），其中 #（ $）是作用于弦线上质

量元!$·!的弹性约束力 " 的线密度，!是弦的质
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量密度 !
根据牛顿第二定律

!"#$!% & !"#$! & "（#）·$·!# ’"·!#·$%% !
（(）

因 )*!’ $#，故 "#$!’ )*!
( + )*,! !

’
$#

( + $,! #

!

由于弦作微小振动，形变很小，$,
#"(，故

"#$!# $#（#，%）! （,）

同理

"#$!# $#（# +!#，%）! （-）

（,），（-）式代入（(）式，得

!［$#（# +!#，%）& $#（#，%）］

& "（#）·$·!# ’"·!#·$%% !
应用中值定理：

［$#（# +!#，%）& $#（#，%）］’ $##·!#，

得

!$##·!# & "（#）·$·!# ’"·!#·&%% !
式中，$## 是 $ 对空间变量 # 的二阶偏导数，$%% 是 $
对时间变量 % 的二阶偏导数 !

令!#$.，上式化为

$%% ’ !
"

$## & "（#）

"
·$ !

记
!
"

’ ’,，& "（#）

"
’ (，上式写成

$%% ’ ’, $## + (·$ ! （/）

这就是所设系统的运动方程 ! 与相对论性量子

论的 012#$345675$ 方程数学形成上完全一样，比一

维含时薛定谔方程（8）在时间变量上多一次偏导 !

##""%$ ’ & #
,

,)
",

"#,$ + *（#）$ ! （8）

重要的是力函数 ( ’ & "（#）

"
在方程（/）中的作

用与薛定谔方程中的势函数 *（ #）完全一样，正是

这一点，保证了我们能够模拟一维定态薛定谔方程 !
下面将证明这一点 !

- 定态非齐次弦振动方程与一维定态

薛定谔方程的对应

虽然方程（/）对时间是二阶偏导，与薛定谔方程

（8）对时间一阶偏导不一致，但下面可以证明，不含

时的定态方程（/）与一维定态薛定谔方程数学形式

完全一致 ! 由于研究的是（/）式的定态形式即驻波

解，力函数 (（ #）仅与空间有关，所以可以考虑方程

（/）的分离变量形成的驻波解 !
将（9）式代入（/）式，两边同除 ’, +, 得

(
’, ,·

7, ,
7 %, ’ (

+·
7, +
7#, + (

’, ! （:）

方程（:）左边只与时间有关，右边只与空间坐标

有关，两边相等，必然是左右两边共同等于一个常

数 !设这个常数为 & -，则（:）式分离为如下两个方

程 !
描写时间行为的左式：

,;（ %）+ -’, , ’ .! （<）

描写空间行为的右式：

+;（#）+ (
’, + ’ & -+ !

将 ( ’ & "（#）

"
，’, ’ !

"
代入上式得

+; & "（#）

"
+ ’ & -+ ! （=）

方程（=）就是图 ( 所设系统的定态方程 !为了方

便与一维定态薛定谔方程的比较，将（8）式写成

$; & ,)
#, *（#）·$ ’ & ,)

#, ·.$ ! （(.）

现在比较（=），（(.）式，很显然（=），（(.）两式左

边第一项都是关于空间的二阶导，第二项函数都乘

以一个只与 # 有关的变系数，右侧的函数都乘以一

个常数，所以有如下的模拟关系：

$ $ +， （((）

& ,)
#, *（ /）$& "（#）

! ， （(,）

& ,)
#, . $& - ! （(-）

可见，定态的薛定谔方程（(.）与定态的齐次弦

振动方程（=）在数学形式上完全一样，可以利用（=）

式在宏观上的行为模拟薛定谔方程的微观量子行

为 !

/ 模拟关系的进一步明确

(> 模拟关系（((）式，意义很明确：弦振幅沿 #
方向的分布形状就对应概率波的本征波函数的具体

形状 !
, > 将（=），（(.）式都框定在一维无限深势阱中

运动，即令 *（#）$?，
"（#）
! $?，则薛定谔方程形

成分立的能级：

.0 ’ #
,#, 0,

,)1,
物

，0 ’ (，,，-，⋯ （(/）
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! 为电子质量、"物 为势垒宽度 !
弦振动方程将形成驻波：

# " !
# $#

"#
弦

，$ " $，#，%，⋯ （$&）

在（$’）式中令 $ " #，即在势阱中形成一个电子

的德布罗意波（波长!物 ），即 "物 "!物 ，（$’）式化为

%# " !
#"#·##

#!!#
物

! （$(）

在（$&）式中令 $ " #，即在弦的势阱中形成一个

驻波（波长!弦 ），（$&）式化为

## " !
#·##

!#
弦

! （$)）

（$(），（$)）式代入对应关系（$%）式，并整理得

!物 !!弦 ! （$*）

很明显，对 $ " $，#，%，⋯都会得到（$*）式 !这样

通过势阱中两方程的行为，得到了非常齐整的（$*）

式 !更普遍地，可以证明两方程在势场内部的行为也

将导出相同的对应关系 !
% + 讨论模拟关系（$#）式的意义 !对于确定的弦

振动系统，线密度#、张力 &，一般都是固定的，所以

在实际的模拟实验中，一旦调整合适后，#，& 可视

为常数 !这样（$#）式中变动的量就是 ’（ (）和)（(）!
所以（$#）式化为

’（(）! )（(）! （$,）

’+ 讨论时间方程（*）导致的模拟关系 ! 在定态

的情形中，时间部分和空间部分是分离的，但又有一

定的确定关系 !在势场内部薛定谔方程的时间分量

方程为

-"
. *
. + " %* !

通解为 *（(）" ,·/0 -%
"

·+ ，% 是定态能量，

% ""-物 ! （#1）

相应地，在弹性势场内部，定态非齐次弦振动方

程的时间方程（*）的通解为

.（ +）" /·234"#·0+ 5 14-6"#·0+ !
即此弦振动的圆频率为

-弦 " "#·0，

写成

# " $
0# ·-#

弦 ! （#$）

将（#1），（#$）式代入模拟关系（$%）式，并略掉系

数得

-物 ! -#
弦 !

总结以上讨论，得到如下明确的模拟关系，这种

模拟关系在后面的模拟实验中变得更加具体、生动 !
$ ! 2，

’（(）! )（(），

!物 !!弦 ，

-物 ! -#
弦 ! （##）

& 简单的实验模拟和讨论

理论上已经明确，图 $ 所示的弦振动装置中，弹

性体的弹性系数 )（(）就相当于薛定谔方程中的势

场 ’（(）!这说明，)（(）对弦线的弹性约束对应薛定

谔方程的 ’（(）对$ 的约束 !这确实是幸运的事，使

我们可以利用极简单的装置就可以模拟定态薛定谔

方程的深刻内涵 !这里只能粗略介绍模拟一维线性

谐振子的结果，详细的应用范例另文发表 !
量子力学的一维谐振子形成分立的能级 %$ "

3- $ 5( )$
# !这完全是由于势函数 ’（ (）的空间形

状对自由电子波的约束造成的 ! 用一个电磁铁激励

的振子作为激励源，激励一段张紧的弦线，将几条弹

性极好的橡胶丝固结在弦线上，将橡胶丝的自由端

/ 和 /7 固定（图 #（8））! 容易证明一个均匀的橡胶

丝，长度越长，相应的 ) 值就越小，正是利用这一

点，可以随意控制 ) 的取值，用它来模拟不同形状

的势函数 ’（(）!在模拟谐振子的实验中布置 )（ (）

在 ( 轴方向的分布呈 )（ (）" $
# #(# 形 !调节激励源

频率，在 ,*9:，$)’9:，##(9:，#($9: ’ 个频率处出现

了明显的驻波 ! 相应地，在弦上出现了 ’ 种驻波波

形，如图 #（;）所示 !由于空气阻尼的作用，其他高频

的共振驻波几乎出现不了 !可以预料，如果将这个装

置放于真空中，更高次的驻波一定可以观察到，实验

中，其他参数的数据为：& " ’4，#" $! ) < $10 ’ =>?@，

)/ " %4 ?!，)1 " 1! ’4 ?!，橡胶丝间距 5 " 1+1’ @，

橡胶丝线密度#7 " $ < $10 ’ =>?@!
利用模拟关系（##），对所得数据进行处理如表

$ !可以看出表 $ 最后一列数据就体现了线性谐振子

的能级结构，可以归纳，在 &A 的误差内，对于 $ " 1，

$，#，% 存在关系 %$ " 3-物 $ 5( )$
# ! 这正是一维线

性谐振子的本征能量的严格解析解 ! 对于实验中出

现的 ’ 个驻波波形，可以很容易看出，它们分别对应

于 $ " 1，$，#，% 的 ’ 个本征波函数 !
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图 ! 一维线性谐振子的模拟 （"）虚线代表 !（ "）“势场”

的形状，圆点代表橡胶丝的固定端，激励源在 # 点激励这个

弦振动系统 #（$）实验中观察到的 % 个共振驻波波形，它们对

应 $ & ’，(，!，) 的本征波函数

表 ( 数据处理及结果

%弦 *+, %!
弦 *（+,）!

取 -.’%（+,）! 的 !

倍为 ( 个 %!
弦单位

%物 & & (
’ %弦

-/ -.’% (*! (*! （’ 0 (*!）*!%物

(1) !--!- (23. (2’. 0 (*! （(2’. 0 (*!）*!%物

!!. 3(’1. !2.. !2’. 0 (*! （!2’. 0 (*!）*!%物

!.( ./(!( )233 )2’3 0 (*! （)2’3 0 (*!）*!%物

以上，大致给出了应用模拟法解定态薛定谔方

程的简单步骤 #由于是模拟解法，结果只能给出所研

究系统的能级结构和本征波函数的形状 # 显然要想

了解所研究系统的具体数值，需要知道一个能量本

征值和相应的波函数作为定标初始值，这也是其他

近似法和数值计算法都具有的缺点［%］#

. 结 论

(2 找到了一个宏观系统，它的行为遵从 456789
:;<=;8 方程，它的定态方程就是 ()" & &" # 这为研

究量子力学提供了一种新方法———实验模拟法 #
! 2 定态薛定谔方程的宏观模拟，为理解量子力

学的结论提供了宏观对比物 #

［(］ ># ?# 4<"@A6，4# ># BCD"EF6<，4# G# 4@5"8=6<，*’+, # -./ # 0.11 #，!"
（(--!），)3)3#

［!］ 469,D@ H"8 .1 23 #，4512 *’+,652 76$652，#"（(---），((/3（ 78 GD79

86A6）［闫珂柱、谭维翰，物理学报，#"（(---），((/3］#
［)］ 4# I@<86FF，J# ?# 487KDF，I#L#M# J7<"@N .1 23 #，*’+, # -./ # 0.11 #，

!!（(--(），)’(#
［%］ 4# M# ?7"8K，J"<F7"5 O7EE6<68F7"5 PQ@"F7;8（+7KD P=@C"F7;8 J<6AA，

I67R78K，(--3），(3’（78 GD786A6）［梁昆淼，数学物理方法，第二版

（高等教育出版社，北京，(--3），(3’］#
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