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讨论了同阶 ! 的一自由度 &’(’ 玻色子和一自由度 &’(’ 费米子所组成的 &’(’ 粒子系统的 )*+, 态空间结构与超

对称量子力学 -发现除了四种退化的特殊情况之外，这个（% . %）自由度 &’(’ 粒子系统的态空间结构一般具有内禀

二重简并性 -进一步揭示了这个 &’(’ 量子系统除了具有动力学超对称性之外，还存在着一层隐藏的内禀超对称性，

并且这种内禀超对称性对于整个系统超对称性的严格性起着十分关键的作用 -

"国家自然科学基金（批准号：%##$/#0!）和中国科学院理论物理特别支持经费（批准号：1234%!56）资助的课题 -
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% 引 言

自 8(99: 提出 &’(’ 统计观念以来［%］，它已经在

许多方面被发展和推广了［!］-近年来 &’(’ 统计和超

对称性相结合的 &’(’ 超对称理论的研究正越来越

引起人们的关注，特别是由于它可能与量子霍尔效

应和高温超导有关［"］- &’(’ 超对称量子力学的概念

最早是由 ;<=’,*> 和 ?&@(@A*:*> 引入的［0］，但是他们

只讨论了普通玻色子和 &’(’ 费米子之间的超对称

性，而相同阶 ! 的 &’(’ 玻色子和 &’(’ 费米子之间真

正意义上的 &’(’ 超对称量子力学却至今没有给出，

这是因为（% . %）自由度 &’(’ 粒子系统的态空间结构

一直是一个未解决的问题 -本文首先给出（% . %）自

由度 &’(’ 粒子系统的 )*+, 态空间结构，然后再讨论

其量子力学的超对称性 -

! （% . %）自由度 &’(’ 粒子系统的 )*B
+, 态空间结构

（% . %）自由度 &’(’ 粒子系统的统计代数关系可

以写为下面十个相互独立的式子：

［"，｛" . ，"｝］C !"，［ #，［ # . ，#］］C ! #，
［"，［ # . ，#］］C #，［ #，｛" . ，"｝］C #，

［"，｛"，#｝］C #，［"｛" . ，#｝］C ! #，
［"，｛"，# . ｝］C #，｛#，｛"，#｝｝C #，

｛#，｛" . ，#｝｝C #，｛#，｛"，# . ｝｝C !"， （%）

再加上其厄米共轭关系式，这里 &’(’ 玻色子和 &’(’
费米子的产生、湮没算符分别用 " . ，" 和 # . ，# 来表

示 -其余不独立的 &’(’ 统计关系式可利用广义 D’+*B
=@ 恒等式导出 -另外，&’(’ 统计还规定了以下的真空

态条件：

" E #〉C # E #〉C "# . E #〉C #" . E #〉C #，

"" . E #〉C ## . E #〉C ! E #〉， （!）

这里 !（! C %，!，"⋯）是 &’(’ 统计的阶 -当 ! C % 时，

整个系统退回到普通（玻色与费米）统计情况 -
现在引入如下三个厄米算符：

$（"）C ｛" . ，"｝
! F !

! ，$（ #）C［ # . ，#］
! . !

! ，

$（ %）C %
! $!（ #）F（! . %）$（ #）. # . # . ![ ]! -

（"）

由（%）式可以证明上面三个算符具有以下代数关系：

［$（"），"］C F "，［$（ #），#］C F #，
［$（"），#］C［$（ #），"］C #，

［$（ %），#］C［$（ %），"!］C #，

［$!（ %），#］C［$!（ %），"］C #，

［$（"），$（ #）］C［$（"），$（ %）］

C［$（ #），$（ %）］C #， （0）

及其厄米共轭关系式 -另外由（!）和（"）式还可得到

$（"）E #〉C $（ #）E #〉C #，$（ %）E #〉C %
! E #〉-

（/）
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显然 !（"）和 !（ #）分别是 !"#" 玻色子和 !"#" 费米

子的粒子数算符［$］；而 !$（ $）是与这个 !"#" 量子系

统的所有算符都对易的一个 %"&’(’# 算子，按 )*+,#

引理它应为常数算符，由（-）式可定出：!$（ $）!
.
/ 0

另一方面，由（/）式知道 !（ "），!（ #），!（ $）这三个

厄米算符是相互彼此对易的，于是它们存在共同本

征态完全集 0下面通过寻找这个本征态完全集来获

得这个 !"#" 量子系统的 12*3 态空间表示 0
首先来考虑由 % 个 !"#" 玻色子和 & 个 !"#" 费

米子所构成的量子态 4 %，&〉，即算符 !（ "）和 !（ #）
分别属于本征值 % 和 & 的共同本征态 0关于态 4 %，

&〉有下面引理 . 和引理 $ 的结论 0

引理 ! 若满足条件："
’

( 5 .
%( 5 %，%( # .，

"
’

) 5 6
&) 5 &，&)# .（除了 &6，&’# 6外），则 12*3态矢

量

# 7 &6 " 7 %. # 7 &. " 7 %$ # 7 &$ ⋯" 7 %’ # 7 &’ 4 6〉 （8）

就为一个 4 %，&〉态 0
证明 由（/）式的第一行式子可导得关系式

!（"）" 7 % 5 " 7 %［!（"）7 %］，

!（ #）# 7 & 5 # 7 &［!（ #）7 &］，

［!（"），# 7 ］5［!（ #），" 7 ］5 60
利用这些式子及（-）式，很容易就能推出

!（"）# 7 &6 " 7 %. # 7 &. " 7 %$ # 7 &$ ⋯" 7 %’ # 7 &’ 4 6〉

5 %# 7 &6 " 7 %. # 7 &. " 7 %$ # 7 &$ ⋯" 7 %’ # 7 &’ 4 6〉，

!（ #）# 7 &6 " 7 %. # 7 &. " 7 %$ # 7 &$ ⋯" 7 %’ # 7 &’ 4 6〉

5 &# 7 &6 " 7 %. # 7 &. " 7 %$ # 7 &$ ⋯" 7 %’ # 7 &’ 4 6〉0
由此可知，只要满足引理 . 的限制条件，那么对于每

一组（%.，%$，⋯，%’ ）和（ &6，&.，&$，⋯，&’ ）的可能

取值所对应的 12*3 态矢量（8）式就一定是一个 4 %，

&〉态 0证毕 0
从引理 . 可以看出来，在满足引理 . 限制条件

的情况下，由于算符 " 7 与 # 7 既不相互对易，也不反

易，因此会出现算符 " 7 和 # 7 的多种不等价排列状

态所对应的 12*3 态矢量（8）式都是属于同一个 4 %，

&〉态，也就是说在态 4 %，&〉下事实上还存在有内禀

简并的子空间 0这里所谓的不等价排列状态是指，在

遵从基本关系式（.）和（$）的基础上，不论算符 " 7 与

# 7 作怎样的置换，都不能把一种排列状态转变为另

一种排列状态 0 因此，一般的态 4 %，&〉实际上应为

满足引理 . 限制条件的所有这种不等价 12*3 态矢

量（8）式的线性叠加 0利用基本关系式（.）和（$）对算

符的这种任意排列（8）式作约化处理之后，在态 4 %，

&〉下实际上只存在两种不等价的排列状态，于是就

有了下面引理 $ 的结论 0
引理 " 任何一个态 # %，&〉总可以表示为如下

两种基本状态的线性叠加，即

4 %，&〉5!（%，&）# 7 &" 7 % 4 6〉

7"（%，&）# 7（&9.）" 7（%9.）* 7 4 6〉，（:）

这其中!和"是与（%，&）有关的二个叠加系数，并

且已定义了算符

* 7 5 ｛" 7 ，# 7 ｝
$ 0

证明 由（.）式及广义 ;"*2<’ 恒等式可导出关

系式

［" 7$，# 7 ］5 6，［* 7 ，" 7 ］5 6，

｛* 7 ，# 7 ｝5 6，* 7$ 5 6，

" 7 # 7 + 5（9）+# 7 +" 7 7 $+* 7 # 7（ +9.）0
首先，利用上面第一个式子可以把（8）式的算符排列

中 " 7 偶次幂的项全部都移到算符排列的最左边，

即

# 7 &6 " 7 %. # 7 &. " 7 %$ # 7 &$ ⋯" 7 %’ # 7 &’ 4 6〉

5 " 7（%9 $）# 7 +6 " 7 # 7 +. " 7 # 7 +$ ⋯" 7 # 7 +$ 4 6〉，（=）

其中（% 9 $）为一偶数，"
$

) 5 6
+) 5 &，+) # .（除了 +6，

+$ # 6 外）0 其次，重复利用最末一个式子并考虑到

其他几个式子，就可对算符排列 " 7 # 7 +. " 7 # 7 +$ ⋯" 7

# 7 +$ 作如下的进一步约化：

" 7 # 7 +. 5（9 .）+. # 7 +. " 7 7（9 .）+. 9.$+. # 7
（ +. 9.）* 7 ，

" 7 # 7 +. " 7 # 7 +$ 5（9 .）+. # 7（ +. 7 +$）" 7$

7（9 .）+. 9.$+. # 7
（ +. 7 +$ 9.）" 7 * 7 ，

" 7 # 7 +. " 7 # 7 +$ " 7 # 7 +> 5（9 .）+. 7 +> # 7（ +. 7 +$ 7 +>）" 7>

7（9 .）+$ $（+. 7 +>）# 7（ +. 7 +$ 7 +> 9.）" 7$ * 7 ，

⋯⋯

" 7 # 7 +. " 7 # 7 +$ ⋯ # 7 +$9. " 7 # 7 +$

5!$ # 7
（ +. 7 +$ 7⋯7 +$ ）" 7 $ 7"$ # 7

（ +. 7 +$ 7⋯7 +$9.）" 7（ $9.）* 7 ，

（?）

为了简便，在（?）式中已用!$ ，"$ 代表两个叠加系

数 0最后，把（?）式代入（=）式中，再稍作整理，于是就

得出了引理 $ 的结果 0证毕 0
由引理 $ 可以知道两个基本状态 # 7 &" 7 % 4 6〉和

# 7（& 9 .）" 7（% 9 .）* 7 4 6〉实际上是构成了态 4 %，&〉内

禀简并子空间的两个基矢，态 4 %，&〉具有内禀二重
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简并性 !通过计算它们的内积和模方发现，在一般情

况下，这两个基本状态虽然线性无关，但并不正交，

而且它们也未归一化 ! 按照 "#$%&%’( 标准正交化方

法，对它们进行正交归一化处理之后，可得到如下形

式的标准正交归一化基矢：

) !，"，# * +
, 〉* （$ - "）！

$！"！［!! ］！
% . "& . ! ) /〉，

) !，"，# * - +
, 〉* （$ - " - +）！（! . ’（!））

$！（" - +）！［! . +! ］！

· % .（"-+）（$( . - % . & . ）& .（!-+） ) /〉，

（+/）

这其中已定义了以下符号：

’（!）* + -（ - +）!

, ，［!］* ! . $ - +
, ［+ -（ - +）! ］，

［!］！ *［+］［,］［0］⋯［!］，# 为内禀子空间简并量

子数 !

引理 ! 标准正交归一化基矢 " !，"，# * +
, 〉和

) !，"，# * - +
, 〉分别是算符 )（ #）属于本征值 # *

+
, 和 # * - +

, 的两个本征态 !

证明 由关系式

［)（ #），% . ］*［)（ #），& .,］* /，

)（ #）) /〉* +
, ) /〉，)（ #）& . ) /〉* +

, & . ) /〉，

直接可得

)（ #）) !，"，# * +
, 〉* +

, ) !，"，# * +
, 〉!

类似地，由（+）—（1）式不难验证下列关系式：

［$( . - % . & . ，& .,］* /，

)（ #）（$( . - % . & . ）) /〉

* - +
,（$( . - % . & . ）) /〉，

)（ #）（$( - - % . & . ）& . ) /〉

* - +
,（$( . - % . & . ）& . ) /〉，

由此很容易就得到

)（ #）) !，"，# * - +
, 〉* - +

, ) !，"，# * - +
, 〉!

证毕 !
从引理 0 可看出，算符 )（&）和 )（ %）的共同本

征态 ) !，"〉的内禀二重简并性，通过属于算符)（ #）

的不同本征值 # * +
, 或 # * -( )+

, 而区别开来，这样

)（&），)（ %），)（ #）这三个厄米算符的本征值谱（!，

"，#）就把整个（+ . +）自由度 2343 粒子系统的 56#7
态空间结构完全标记清楚了 !

现在把上述三个引理综合起来，于是就证明了

这样的结论：厄米算符 )（&），)（ %），)（ #）的共同本

征态完全集由标准正交基矢（+/）式来描述，即

)（&）) !，"，#〉* ! ) !，"，#〉，

)（ %）) !，"，#〉* " ) !，"，#〉，

)（ #）) !，"，#〉* # ) !，"，#〉， （++）

并且态矢量完全集 ) !，"，#〉构成了（+ . +）自由度

2343 粒子系统 56#7 态空间表示的一组正交归一完

备的基矢 !

0 关于标准正交基矢态与内禀对称性

的讨论

对于标准正交基矢（+/）式需要作一些解释与说

明，直接从（+/）式就可得知：

+8 2343 玻色子数算符 )（ &）的本征值谱取值为

! * /，+，,，⋯，9；2343 费米子数算符 )（ %）的本征

值谱取值为 " * /，+，,，⋯，$；而内禀子空间简并量

子数 # 的取值为 # * - +
, ，

+
, !

,8 对态 ) !，"，# * +
, 〉的限制条件是：$"+，!

"/，$"""/ !若 $ * +，则算符 & . 与 % . 是相互对易

的，这时退回到（+ . +）自由度普通统计情况：若 ! *
/，则 2343 玻色子不出现，这时退化为单自由度纯

23(3 费米统计情况；若 " * /，则 2343 费米子不出现，

这时退化为单自由度纯 2343 玻色统计情况 !

0 8 对态 ) !，"，# * - +
, 〉的限制条件是：$",，

!"+，$ - +"""+ !若 $ * +，则算符 $( . - % . & . *

/，这时态 ) !，"，# * - +
, 〉不存在 !换句话说，在 $ *

+ 的普通统计情况下，只出现 ) !，"，# * +
, 〉一种态，

不存在内禀简并 ! 而到了 $", 的真正 2343 统计情

况下，两种态都出现了，可见这种内禀简并性是 $"
, 的 2343 统计所特有的效应 !若 ! * /，则态 ) !，"，#

* - +
, 〉* /，因此在纯 2343 费米统计情况下，不会

出现这种内禀简并效应 ! 若 " * /，则态 ) !，"，# *

- +
, 〉不存在，即在纯 2343 玻色统计情况下，也不会

出现内禀简并 !若 " * $，则态 ) !，"，# * - +
, 〉也不
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存在，故同样也没有内禀简并效应 !最后的这两种情

况可归结为：当 "#$# 费米子数处于全空（! % &）或者

全满（! % "）时，态 ’ #，!，$ % ( )
* 〉不存在，没有内

禀简并效应 !
+ , 标准正交基矢（)&）式是正交归一完备的，即

〈#，!，$ ’ #-，!-，$-〉%!##-!!!-!$$- ，

!
.

# % &
!

"

! % &
!
$ % / )

*

’ #，!，$〉〈#，!，$ ’ % % ! （)*）

正交性是显然的，因为厄米算符属于不同本征值的

本征态彼此正交；归一性可使用基本关系式（)）和

（*）直接计算验证；而完备性，从三个引理的推演过

程已经得到了证明 !
0 , 由标准正交基矢（)&）式，再利用基本关系式

（)）和（*）就可以求出算符 & 1 ，&，’ 1 ，’ 在 2345 态空

间中的矩阵表示（见附录）!
内禀简并双重态的存在，暗示出（) 1 )）自由度

"#$# 粒子系统内部还隐藏着某种内禀对称性 ! 现在

就来揭示这种内禀对称性 !首先，需要找出同一内禀

子空间中两个简并态之间的变换算符 ! 为此引入下

面的厄米算符：

( % ( 1 % "
* ) 1 ) 1 * 1 * ( +（&）( "[ ]*

( * +（&）1 "[ ]* +（ ’）( "[ ]* +（ $），（)6）

其中 定 义 了 厄 米 共 轭 算 符 * % ｛& 1 ，’｝
* ，* 1 %

｛&，’ 1 ｝
* !利用附录和（))）式，经过冗长的计算后发

现

( ’ #，!，
)
* 〉% !（" ( !）（#* 1 #" 1 )

+ "* ,（#" ））

·’ #，!，( )
* 〉，

( ’ #，!，( )
* 〉% !（" ( !）（#* 1 #" 1 )

+ "*,（#" ））

·’ #，!，
)
* 〉， （)+）

可见厄米算符 ( 正是两内禀简并态之间的变换算

符 !由上式可知算符

(* % +（ ’）［" ( +（ ’ [）］ +*（&）1 "+（&）

1 )
7 "*（) (（( )）+（&） ]） （)0）

是内禀简并子空间的一个不变量算符 !另外，由（)），

（6），（+）和（)6）式还可证明算符 ( 具有下列性质：

［(，+（&）］%［(，+（ ’）］% &，｛(，+（ $）｝% &!
（)8）

其次，再引入一对厄米共轭算符

*$ % )
* ( +（ $[ ]） (，* 1

$ % )
* 1 +（ $[ ]） (，

（)9）

这里用到了（)8）式 !由（))）和（)+）式可得

*$ ’ #，!，
)
* 〉% !（" ( !）（#* 1 #" 1 )

+ "*,（#" ））

·’ #，!，( )
* 〉，

*$ ’ #，!，( )
* 〉% &，

*1
$ ’ #，!，

)
* 〉% &，

*1
$ ’ #，!，( )

* 〉% !（" ( !）（#* 1 #" 1 )
+ "*,（#" ））

·’ #，!，
)
* 〉! （)7）

此外，由（)8）式和 +*（ $）#
)
+ 容易证明算符 +（ $），

*$ ，* 1
$ 间有下列关系式：

［+（ $），*$］% ( *$ ，［+（ $），* 1
$ ］% * 1

$ ，

［* 1
$ ，*$］% *(* +（ $）! （):）

从（)7），（):）及（))）式可看出算符 +（ $）和 *$ ，* 1
$

的物理意义分别是内禀子空间简并量子数算符和量

子数降、升算符 ! 最后，由（)0）—（)9）式并考虑到

+*（ $）#
)
+ ，还可以进一步证明算符 (*，*$ ，* 1

$ 间

满足超对称代数关系：

［(*，*$］%［(* * 1
$ ］% &，

｛*$ ，* 1
$ ｝% (*，

**
$ % * 1*

$ % &! （*&）

这清楚地表明了（) 1 )）自由度 "#$# 量子系统确实具

有内禀超对称性，算符 *$ ，* 1
$ 正是同一内禀子空

间中两内禀超对称简并态之间相互变换的内禀超荷

算符 !
最后，把 * 和 6 部分讨论的结果归纳总结为下

面的定理 !
定理 （) 1 )）自由度 "#$# 粒子系统的 2345 态

空间结构可以由 +（ &），+（ ’），+（ $）这三个厄米算

符的共同本征态完全集 ’ #，!，$〉，即标准正交基矢

（)&）式来完全描述 !其中除了 " % )，# % &，! % &，!
% " 这四种退化或极端的特殊情况之外，这个 "#$#
量子系统具有相同 "#$# 玻色子数 # 和相同 "#$# 费
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米子数 ! 的量子态是内禀二重简并的 !

" （# $ #）自由度 %&’& 粒子的动力学超

对称性

考虑（# $ #）自由度 %&’& 粒子系统的自由谐振子

模型，其哈密顿量写为

" ( ｛# $ ，#｝
) $［ $ $ ，$］

) ( %（#）$ %（ $）!（)#）

利用（#）和（"）式容易知道算符 "，&，& $ 间满足下

面的动力学超对称代数关系［*］：

［"，&］(［"，& $ ］( +，｛&，& $ ｝( "，

&) ( & $) ( + ! （))）

由（##）和（)#）式可以写出哈密顿量 " 的本征态方

程为

" , ’，!，( ( - #
) 〉(（’ $ !）, ’，!，( ( - #

) 〉

( ) , ’，!，( ( - #
) 〉! （).）

从上式可知能量 ) ( ’ $ ! 不仅对同一内禀子空间

中的双重态是简并的，而且对 %&’& 玻色子和 %&’& 费

米子总粒子数保持不变的各个不同内禀子空间中的

量子态也是简并的 !另外，利用附录通过直接计算还

可知道，算符 & $（&）对态 , ’，!，(〉作用的结果，一

般是 , ’ $ #，! / #，( ( #
)

〉和 , ’ $ #，! / #，( ( / #
)

〉

（ , ’ / #，! $ #，( ( #
)

〉和 , ’ / #，! $ #，( ( / #
)

〉）这

两个内禀简并双重态的线性叠加态 !由此可见，算符

& $ ，& 实际上是实现 %&’& 玻色子与 %&’& 费米子之

间动力学超对称性的超荷算子，处于同一能级上相

差一个 %&’& 费米子数（因而 %&’& 玻色子数随之反向

相差一个）的各个不同内禀子空间中的量子态构成

了一组超对称多重态，它们之间通过超荷算符 & $ ，

& 的作用而相互联系起来；而处在同一内禀子空间

中的两个内禀简并态又构成了一对内禀超对称双重

态，它们之间通过内禀超荷算符 & $
( ，&( 的作用而

相互联系起来 !
能谱的简并状况可以从图 # 看出，图中画出了

* ( . 的状态分布情况，其中同一能级上的各个黑圆

点代表一组超对称多重态，而紧靠在一起的两黑圆

点又代表了一对内禀超对称双重态 !基态能级 )+ (
+ 是完全无简并的，这显然是真空态唯一的直接结

果，第一能级 )# ( # 是二重简并的，第二能级 )) ( )
是四重简并的，第 +（ + ( +，#，)，⋯，*）能级 )+ ( + 是

图 # （# $ #）自由度 %&’& 粒子系统的超对称能谱（ * ( . 的情

况）

) + 重简并的，从第 * 能级 )* ( * 开始往上就都是

)* 重简并的了 !另外，还可以看出，除了 ’ ( +，! (
+，! ( * 以及 * ( # 这四种退化的特殊情况下，不存

在内禀简并，只是单态以外，在其他所有情况下，都

存在内禀简并的双重态 !
最后，再来考察一下此模型超对称性的严格性，

这可以直接从能谱图上看出来 !一方面，由于基态能

量 )+ ( +，故此模型的超对称性是未破缺的 !另一方

面，由于这个 %&’& 量子系统独特的态空间结构，特

别是内禀超对称双重态的存在，从而保证了除基态

真空之外，在其他任意能级上，都有

%&’& 费米子数为偶数的状态数目

( %&’& 费米子数为奇数的状态数目， （)"）

所以此模型的超对称性是精确的 ! 上面等式显然是

从普通超对称（ * ( #）到 %&’& 超对称（ *!#）的自然

推广，当 * ( # 时，它就立即退回到我们所熟知的情

况 !相应地，也可以把普通超对称情况下的 012234 指

标［*］推广到 %&’& 超对称情况下，于是（)"）式就可以

表示为下面的结论：

5’（/ #）%（ $） ( +， （)*）

这里求迹是对除真空态之外的所有状态数进行的 !
由此可见，这个（# $ #）自由度 %&’& 粒子系统的动力

学超对称性确实是严格的 !

* 总结与讨论

综合本文以上部分的讨论可以知道，（# $ #）自

由度 %&’& 粒子系统的 6789 态空间结构要比单个自

由度的纯 %&’& 玻色系统，或者纯 %&’& 费米系统，以

及（# $ #）自由度普通玻色与费米系统的态空间结构

复杂许多 !其原因是 %&’& 玻色子空间与 %&’& 费米子

空间既不对易，也不反对易，因此整个（# $ #）自由度
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!"#" 系统的态空间就不是 !"#" 玻色子空间与 !"#" 费

米子空间的简单直乘 $这反应在描述（% & %）自由度

!"#" 系统态空间的量子数，除了 !"#" 玻色子数和

!"#" 费米子数之外，还出现了一个描述 !"#" 系统内

禀简并性的量子数 $除了四种特殊情况之外，这个量

子数具有两种取值，表明（% & %）自由度 !"#" 系统的

态空间是内禀二重简并的 $进一步，揭示了这种内禀

二重简并效应，实际上是这个 !"#" 量子系统具有一

层隐藏的内禀超对称性的表现 $这种独特的态空间

结构及内禀超对称性，使得（% & %）自由度 !"#" 粒子

系统的自由谐振子模型具有严格的动力学超对称

性 $最后还推广了两个重要的等式（’(）和（’)）式 $所
有这些结果表明了 !"#" 超对称量子力学既是普通

超对称量子力学的自然推广，又有区别于普通超对

称量子力学的关键之所在，这为进一步研究更复杂

!"#" 量子系统的超对称性提供了可借鉴的经验与方

法［*］$

附 录

这里给出算符 ! & ，!，" & ，" 对标准正交基矢（%+）式的作用结果：

! & , #，$，
%
’ 〉- ’

%（. %）$& [% $ . %( )’ ［# & %! ］, # & %，$，
%
’ 〉

& $（ % . $）（ % & # & &（#! ））, # & %，$，. %
’ ]〉 ，

! & , #，$，. %
’ 〉- ’

%（. %）$& [% $（ % . $）（# & &（#! ））, # & %，$，
%
’ 〉

. $ . %( )’ ［#］& ’&（#! ）, # & %，$，. %
’ ]〉 ，

! , #，$，
%
’ 〉- ’

%（. %）$& [% $ . %( )’ ［#! ］, # . %，$，
%
’ 〉

& $（ % . $）（# . &（#! ））, # . %，$，. %
’ ]〉 ，

! , #，$，. %
’ 〉- ’

%（. %）$& [% $（ % . $）（ % & # . &（#! ））, # . %，$，
%
’ 〉

. $ . %( )’ ［# & %］. ’&（#! ）, # . %，$，. %
’ ]〉 ，

" & , #，$，
%
’ 〉- （$ & %）（ % . $! ）, #，$ & %，

%
’ 〉，

" & , #，$，. %
’ 〉- $（ % . $ . %! ）, #，$ & %，. %

’ 〉，

" , #，$，
%
’ 〉- $（ % . $ & %! ）, #，$ . %，

%
’ 〉，

" , #，$，. %
’ 〉- （$ . %）（ % . $! ）, #，$ . %，. %

’ 〉$

［%］ /$ 0$ 1#223，’()* $ &+, $，!"（%4)5），’6+$
［’］ 7$8$1#223，9$:$:2;;<"=，’()* $ &+, $，#$%&（%4*)），%%))；

>$ 7=3?@<，0$ A"B2C?D=<，E?"3F?B G<2HI J=2K#L "3I M"#";F"F<;F<D;
（0!#<3N2#OP2#H"N，Q2#H<3，%4R’）$

［5］ G$8<HDS2@，G#"DF<K3"H 0F"F<;F<D; "3I 93LK3 0?!2#DK3I?DF<P<FL（8K#HI

0D<23F<C<D，0<3N"!K32，%44+）$

［(］ T$9$ U?V"@KP，T$ M$ 0!<#<IK3KP，-./ $ ’()* $ 0+11 $，%（%(）（%4RR），

%556；W$ Q2D@2#;，X$Y2V2#N=，2345 $ ’()* $，#%’"（%44+），6*6 $
［)］ Z$ 8<FF23，2345 $ ’()* $，#$&&（%4R%），)%5；Z$ 8<FF23，2345 $

’()* $，#("(（%4R’），’)5$
［*］ >$E$ [=23，641! ’()*74! 87$74!，’!（’+++），)（<3 [=<32;2）［陈永

清，物理学报，’!（’+++），)］$
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