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用精确到 $（!"）的 !速格子 ()*+,-.//模型模拟 0123方程：!" 4 5!& !# 4 !### 6 $，并与 0123方程的孤子解比

较，二者精确吻合 7
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# 引 言

0123方程是非线性物理学的一个重要的方
程［#］，和一般的非线性偏微分方程一样，只在很特殊

初、边值的情况下才有解析解，一般情况只能进行数

值求解 7近年来用格子 ()*+,-.//方法（:(0）数值模
拟流体力学［&—"］、反应扩散［!］等方面已经取得成功 7
由于它具有完全并行和容易施加边界条件等优点，

现在已有用它来模拟 (;<=><? 方程［5］等非线性偏微
分方程 7本文尝试用格子 ()*+,-.//方法模拟 0123
方程，并与 0123方程的孤子解比较，两者精确吻
合 7

& 模 型

引入小参数!（!##），作为时间步长和 1/;@?>/

数，将空间尺度为 $ 的一维线段等分为 $
!

4 #个格

点，每个格点上粒子可具有 A &!，A!，$，!，&!五种
速度，下一时刻粒子将以此速度运动到附近格点，若

遇边界则反弹 7
单粒子分布函数 %"（ #，"）的动力学方程采用单

弛豫形式的格子 ()*+-.//方程［9］
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其中#是弛豫时间，稳定性要求#B #
&，"6 $—"，对

应的粒子速度为!&" 6 A &!，A!，$，!，&!7 %（$）"（ #，"）
为 " 时刻速度为!&"的粒子的局域平衡分布函数 7
将 %"（# 4!&"，" 4!）进行 C.D*)<展开，并保留到

!的 "次方项：
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利用 FG.H-./IJ/?K)=展开将 %"（#，"）展至!" 项：
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引入五个时间尺度，"" 6!""（( 6 $—"），则
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把（&），（"）式代入（’）式，比较两边系数得到不同时
间尺度的格子 ()*+,-.//方程
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将（$）!!6（3）!!’ 6（4）!!& 6（5）并求和得
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则有!
"

$（ %）
" 0 #（ % 0 2—"），因此（7）式右边等于零 %

选择局域平衡分布函数的各阶矩的形式为
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其中$0 2
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，则（7）式化为

&! ! 3&’ &# ! &### ! #（!"）0 #% （2&）
（2&）式即 9:;<方程 %至此，我们从 $速单弛豫形式
的格子 ()*+=-.//方程出发，利用 >?.@-./AB/,C)D展
开和多尺度技术，精确到 #（!"），导出了宏观量 & 所
满足的 9:;<方程 %

& 9:;<方程的数值模拟

用（2）式数值模拟 9:;< 方程，首先由（22），
（2’）式求出局域平衡分布函数：
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将（2"）式代入（2）式则可由 ! 时刻的单粒子分布函
数 $"（#，!）求出 ! !!时刻的单粒子分布函数 $"（ #，!
!!），再由（2#）式可以求出 ! !!时刻的 &，由此循
环迭代，& 的变化即满足 9:;<方程 %为检验数值模
拟的有效性，我们选择问题：

&! ! 3&’ &# ! &### 0 #，# "（#2，#’），

&（#，#）0 ’,EF?［’（# 1 ##）］，
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它的解为

&（#，!）0 ’,EF?［’（# 1 ’’ ! 1 ##）］%
其中 ’ 为孤子高度，## 为孤子的初始位置 %
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用（!）式模拟上述问题时，取! " # $ #!，" "

图 ! %&’(方程孤子解（其中 !# " #，" " #$ #)，实线为解析解，

!，"，#，$分别是 # " *##，+###，,###，!####的结果）

# $##*)#!，相应# " *###，数值模拟结果如图（!）所
示 $从模拟的结果我们可以看出：

!- # " ,###以前，模拟结果与解析解精确吻合 $
但随着时间的进一步增加，数值模拟结果与精确解

之间会有偏离，这是由于存在微扰 #（!.），它对孤子

的高度、传播速度以及形状均有影响［/］$对于 )速模
型，只能做到 #（!.）$原则上，0 速模型可以做到
#（!,）$另一方面，也可以通过减小!来减小微扰，但
这意味着要增加计算时间 $

* - 该模型适用于孤子高度 "%#-#) 的情况，"
1 #-#)时，偏离会增大 $

+ - 计算表明，"不能比 #-##*)#! 大太多（相应
的弛豫时间#要增大），否则与解析解的偏离会增
大，这是由于局域平衡分布函数变负造成的 $
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