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讨论了弱参数周期扰动对于非线性系统安全域的影响，在一定频率下的参数周期扰动将加速安全域的分形侵

蚀，而在另一些频率的扰动下，将抑制安全域的分形侵蚀，并且存在着增进安全域的最优频率 (提出了用弱参数周

期扰动控制受到分形侵蚀的安全域的方法，并用 )*+,-./0 方法进行了分析 (最后讨论了这种控制安全域的方法在

实际环境中当具有外加噪声时的鲁棒性 (
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" 引 言

非线性动力系统中一个重要的现象是多个吸引

子包括不动点、极限环、准周期环面、奇怪吸引子可

以共存，每一个吸引子都处于自己吸引域的包围之

中 (在系统参数的改变下，随着吸引子的分岔以及其

在相平面上位置的移动，吸引域也相应地发生改变

和变形 (新的吸引域产生了，旧的吸引域受到破坏，

存在着吸引域的演化 (吸引域之间可能具有高度缠

绕的分形边界，在这种情况下由于指定初始点时具

有不可避免的误差，从而对于靠近分形吸引域边界

的点的最终状态的预见性将会丧失［"］( 34/567/, 及

其合作者在近几年的研究中分析了一类在物理与实

际工程中有着广泛应用的非线性振子

!8 9!!
·9 ! : !& ; "7-,（"#）， （"）

该模型最初由 <*+54/+=> 提出来解释受拉膜的振动

问题，并且在突变理论中也有着重要的应有［&，2］(在
工程动力学中，该模型通常与结构的稳定性以及船

只的翻转问题有关［$—’］( 对于这个模型已有的研究

表明，在有些条件下，所有有界解的吸引域也就是安

全域开始受到分形吸引域边界的侵蚀［!—%］( 最近，

?@77* 和 A/B.* 在对该模型的分析中发现，在有些参

数条件下，这个非线性系统具有 CDED 吸引域（CDED
FD7-,）［"#，""］，也就是指该系统的三个吸引子的吸引域

边界相互重合 (
在实际的物理环境中，系统的参数总是或多或

少地受到一定程度的扰动，从而当参数受到各种形

式的扰动时，非常有必要研究该系统的安全域的变

化情况 (本文将考虑参数的弱的周期扰动对这个系

统的安全域的影响 (安全域受到分形边界的侵蚀后，

意味着当系统在实际环境中运行时，如具有外加噪

声或突加载荷时，就会使系统的安全域的侵蚀突然

加剧，从而使系统的稳定性丧失 (这就非常有必要对

已受到分形侵蚀的安全域加以控制 (在本文通过研

究表明弱的参数周期扰动，可以用于控制分形侵蚀

的安全域，增加系统在实际物理环境中运作时的完

整安全性，并且考虑了这种控制分形侵蚀安全域的

方法当具有外加噪声时的鲁棒性能 (

& 方程及有关的性质

为了对安全域有一个准确的理解，在此对其做

出以下的定义 ( 对于一般的非线性动力系统 !· ;
"（!，#），!#$%，## $&，所生成的流$# ：’$ $%，’

%$%，安全域 () 是指在相平面上一闭的、紧的区域

*（*%’%$%）中，满足下式的初始点的集合：

() ; ｛! G +-5
#$H
$#（!）I +｝，

其中 + 是一有界实数 (与安全域中的点相对照的是

逃逸点，随着时间的演化，逃逸点的振幅将趋向无穷
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大，这将导致事故的发生 !
考虑（"）式中参数的小的周期扰动对于安全域

的影响，从而所研究的方程为

!# $!!
·$（" $"%&’（"#））! ( !) * $%&’（##），（)）

式中 "，"+ , 分别是扰动的频率及振幅，本文中取!
* ,! "，% * ,! -. !（)）式可以转化为如下的一阶系

统：

!·* &，

&·* (!& (（" $"%&’（"#））! $ !) $ $%&’（##）!
（/）

对于（/）式中未扰的 012&345’ 系统为

!·* &，

&·* ( ! $ !)， （6）

其 012&345’ 能量函数为

’（!，&）* &
) $ !)

) ( !/

/ !

（6）式存在一结点（,，,）与一鞍点（"，,），连接鞍点的

同宿轨道的方程为

$,
$ * " ( /

" $ 75%8（ #），
/%&’8（ #）

（" $ 75%8（ #））( )) ，

$,
( * ($,

$ ! （.）

/ 不同扰动频率对安全域的影响

当激振力 $ + ,!,9// 时，系统（"）的安全域开始

受到分形边界的侵蚀［:］!本文取安全域受到侵蚀后

的参数值 $ * ,! ,:6 !为了研究具有不同频率的参数

周期扰动对于分形侵蚀安全域的影响，在此定义相

对安全域为 ( ; * ( <(,，其中 ( 为受到参数周期扰动

以后的安全域的面积，(, 未扰系统（"）的安全域的

面积 !
在选定的区域 ) *（ ( ,! -，" ! )）=（ ( "! ,，" ! ,）

中，我们取 ),, = ),, 个均匀分布的初始点，对于每

个初始点积分式（/），如果随着时间的演化 ! 趋向

于无穷大，则该点被认为是逃逸点，否则是安全域内

的点 !为了研究具有不同频率 " 的参数的周期扰动

对于安全域的影响，在这里不妨固定扰动的幅值为

"* ,!,6 !让频率 " 以小的步长进行变化，对于每个

" 值我们可得到扰动系统的相对安全域，结果如图

" 所示 !当 ( ; + " 时，参数的周期扰动将增加原系统

（"）的安全域，使安全域有所增加，安全域受分形边

界侵蚀的程度得到抑制；否则当 ( ; > " 时，弱的参数

的周期扰动将减小安全域，加速了分形边界对安全

域的侵蚀，从而安全域有所减小 !从图 " 可以看到不

同频率的参数的周期扰动对于安全域的影响是不同

的，某些频率的参数周期扰动抑制了安全域的侵蚀，

增加了系统的安全域的面积，而在有的频率下的参

数的周期扰动加速了分形边界对安全域的侵蚀，导

致安全域面积的下降 !" * ,! , 时，未加参数扰动的

安全域如图 )（1）所示 !"* ,!,6，" * ,!": 时，对应于

( ; + "，则安全域受到分形边界的侵蚀程度得到了抑

制，其安全域如图 )（?）所示 ! 当" * ,! ,6，" * "! 9@
时 ( ; > "，安全域受到分形边界的侵蚀得到了促进，

安全域的面积有所减小，此时安全域如图 )（7）所

示 !从图 " 中可以得到对于增进安全域的情形，存在

一最优频率 " * ,! ": ! 在这里最优意味着对于增加

安全域的面积来讲，频率为 " * ,! ": 的参数的周期

扰动的作用最大 !

图 " 相对安全域 ( ; 随着扰动频率 " 的变化曲线

6 对分形侵蚀安全域的控制

在本文的第三部分中我们得到，当对系统（"）加

以弱的参数的周期扰动时，不同频率的参数的周期

扰动对于已受到分形侵蚀的安全域的作用是不同

的，并且存在一增加安全域的最优频率 ! 下面，用这

个具有最优频率的参数周期扰动对于已受到分形侵

蚀的安全域加以控制，以使安全域变为光滑的，同时

获得最大面积的安全域 !
A7B5’13B 等人在指出［"］，当系统存在分形的吸

引域边界时，则不能对位于吸引域边界附近点的最

终运动状态进行预测 ! 结果初始点具有%的误差，

则在给定的有限相平面上，不确定成分所占的比例

满足式为

$（%）C%&， （9）

并且不确定指数&与吸引域边界的分形维数 * 的
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图 ! 安全域图（"）!# $，（%）! # $& $’，! # $& ()，（*）! #

$&$’，! # (&+,

关系为!# " - #，其中 " 是相平面的维数 &通过计

算不确定指数，可获得吸引域边界的维数 &本文采用

如下的方法计算不确定指数"& 在相平面中区域 "
#（ - $& .，( & !）/（ - (& $，( & $）上随机的选取 $ 个

初始点（%，&），则在其周围存在四个点（ % -#，&），

（% 0#，&），（%，& -#），（ %，& -#），如果这四个顶点

中至少有一个与（ %，&）点最终状态不同，则此点被

认为是不确定的 &在这 $ 个初始点中，所有不确定

点的总数除以 $，即可获得不确定性成分所占比例

’（#），进而可求得吸引域边界的维数 &对于（(）式，应

用上述方法可得到吸引域边界维数随 ’ 的变化曲线

如图 1 所示，从图 1 中可以得到当 ’ # $& $+’ 时，安

全域与吸引域的边界开始出现分数维数，吸引域边

界发生由光滑到分形的变形，这与文献［)］的结果基

本吻合，可见通过计算吸引域边界的维数来判断吸

引域边界的变形是可靠的 &

图 1 吸引域边界的维数随着 ’ 的变化曲线

由于频率为 ! # $&() 的参数的周期扰动对于增

进安全域的面积来讲是最优的，在此用该频率下参

数的周期扰动对安全域受到分形侵蚀的情形进行控

制 &同上取 ’ # $& $)’2，随着!的增加，计算安全域

边界维数的变化，以判断受到分形边界侵蚀的安全

域是否得以控制，结果如图 ’ 所示 & 可见当!增加

到 $3(( 时，吸引域边界的维数由分数维变为整数 (，

此时安全域的边界是光滑的 & 这表明 ! # $& () 的参

数的周期扰动能够用于控制受到分形侵蚀的安全

域，使系统的安全域不再受到分形边界的侵蚀，并且

增加了安全域的面积 &

2 用 456789:; 方法进行分析

上面已得到当 ! # $3() 时，一定幅度的参数周

期扰动，能够使受到分形侵蚀的安全域得以控制，并

且得到具有较大面积的安全域 & 以下用 456789:; 方

法［(!，(1］对此情形加以分析，456789:; 方法提供了一

1’.2 期 龚璞林等：弱的参数周期扰动对一非线性系统安全域的影响与分形侵蚀安全域的控制



图 ! 吸引域边界的维数随着!的变化曲线

种检验是否存在混沌运动的分析工具，同样也可用

来判断是否存在分形的吸引域边界［"!］#（$）式可以

化为

!·

"{ }·
%

"
& ! ’ !{ }( ’

)
&"" &!*+,（#$）! ’ %*+,（#${ }）

#

（-）

（-）式具有 !·% %（ !）’ &（ !，$）的形式，因为"，!，%
均为小的数，所以（-）式可以看做是对 !·% %（!）可积

的 ./0+123, 系统（!）的小的扰动，从而可以用 451,+67
38 方法进行分析 #451,+638 距离为

’（ $)）%!
’9

&9

%（$)（ $））%&（$)（ $），$ ’ $)）: $，（;）

$)（ $）是未扰 ./0+123, 系统的同宿轨道，其方程见

（<）式，把此式代入（;）式，有

’（ $)）% &"!
’9

&9

$*+,=（ $）
（" ’ >3*=（ $））( )(

(

:$ ’!
’9

&9

$*+,=（ $）
（" ’ >3*=（ $））(

· %*+,（#$ ’#$)）:$ &!!
’9

&9

" & $
" ’ >3*=（ $( )）

·
$*+,=（ $）

（" ’ >3*=（ $））( *+,（#$ ’ #$)）:$

% & ?"(" ’ (( &!($ # （?）

(" 经过积分容易得到为
(
"<，应用留数定理，合理的

选择积分路径可得到 (( 与 ($：

(( %
@!#( %>3*（#$)）

*+,=（!#）
，($ % $!#(（" & #(）

*+,=（!#）
>3*（#$)）#

从而可求得 451,+638 函数 ’（ $)）为

’（ $)）% & @"
< ’

@ %!#( >3*（#$)）

*+,=（!#）

&
$!!#

(（" & #(）>3*（#$)）

*+,=（!#）
# （")）

要使得不存在着鞍点稳定流形与不稳定流形的同宿

相交，451,+638 函数 ’（ $) ）应满足 ’（ $) ）A )，也就

是

@ %!#( >3*（#$)）

*+,=（!#） &
$!!#

(（" & #(）>3*（#$)）

*+,=（!#） A @"
< #

（""）

要使（""）式对于任意的 $) 都满足，则要求（""）式的

左端项的最大值小于其右端项
@"
< ，对于# % )# ;<，#

% )#"-，# % <# % )#;，可利用 >3*（<!）% "@>3*<（ !）&
()>3*$（ !）’ <>3*（ !），利用 4/B15 进行推导，可得到

当!C )#")? 时 ’（ $)）恒小于零，不存在稳定流形与

不稳定流形的同宿相交 #通过以上的 451,+638 分析，

可见应用参数的周期扰动控制分侵蚀的安全域，实

质上使已经高度缠绕的稳定流形与不稳定流形不再

缠绕相交，参数的周期扰动延缓了同宿相交现象的

发生 #

@ 安全域分形侵蚀控制的鲁棒性

在实际的物理环境中，系统总是要承受某些噪

声干扰，因此研究具有外加噪声时这种控制方法的

鲁棒性就极其重要 #下面考虑外加白噪声对控制后

安全域的影响，以讨论这种控制方法：

!D ’"!
·’（" ’!*+,（#$））! & !( % %*+,（#$）’&（ $），

（"(）

其中&（ $）是具有强度为 ) 的高斯白噪声 # % )# "-，

"% )#"，# % )# ;< #〈&（ $），&（ $ ’’）〉% ()(（ $ &’）#
我们用文献［"<］的算法对随机微分方程（"(）进行积

分 #对于分形侵蚀安全域得以控制的情形，即在（"(）

式中! % )# ""，% % )# )-!<，此时所对应的吸引域的

边界为光滑的 #我们在控制后所得到的安全域中取

* 个轨道，* % "))))，计算在所有 * 个轨道中不逃

逸轨道所占比例 + 随着噪声强度的变化，结果如图 <
所示 #由图 < 可见在小的噪声强度时，+ 值近似等于

"E)，没有太大的变化，可见随机噪声干扰对控制后

的安全域并没有显著的影响，从而我们这种控制安

全域的方法具有良好的抗外干扰的鲁棒性 #

- 结 论

通过以上的讨论与分析可以得到以下的结论：

!!; 物 理 学 报 <) 卷



图 ! 安全轨道所占比例随着噪声强度的变化! " #$ %%，! "

#$#&’!

%( 通过研究具有不同频率的参数周期扰动对

于一非线性系统的完全域的影响，可以得到在有些

频率下的参数的周期扰动将加剧已受到分形侵蚀安

全域的进一步侵蚀，而在有的频率下参数的周期扰

动将抑制安全域的分形侵蚀，对安全域起增加作用，

并且存在增进安全域的最优频率 $
) ( 应用具有最优频率的参数的周期扰动对于

已受到分形侵蚀的安全域加以控制，通过计算不同

扰动幅度下安全域边界的维数，来判断安全域受到

分形变界的侵蚀是否得以控制，我们得到一定程度

的弱的参数周期扰动，可用来有效的控制分形侵蚀

的安全域 $在随后的 *+,-./01 方法理论分析中，我们

得到这种控制分形侵蚀安全域的方法实质上延缓了

鞍点同宿相切的发生 $
2 ( 通过考虑外加噪声对控制后的安全域的影

响，我们可以得到这种控制方法具有很好的鲁棒性，

提高了系统的工程完整与安全性 $
我们在这里所研究的非线性振子，在一定的参

数条 件 下 能 够 产 生 3454 吸 引 域 这 一 复 杂 的 现

象［%#，%%］，从而更增加了系统最终状态的不可预测性 $
如何消除 3454 吸引域，提高对系统实际最终状态

的可预见性，将是我们进一步工作的方向 $
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