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研究相对论性变质量系统的守恒律 ’ 给出相对论性变质量系统的 (’)*+,-+./0123.243+原理，利用其在无限小变
换下的不变性条件，得到相对论性变质量系统的守恒律存在的条件和形式，并举例说明结果的应用 ’
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& 引 言

力学系统的对称性与守恒律之间有着密切联

系 ’ 67+/8+.定理之所以受到物理和力学研究者的重
视，就在于它揭示了力学系统的守恒律与其内在的

动力学对称性的潜在关系，关于对称性与守恒量的

研究一直是数学、物理学、力学等领域的重要课题 ’
近年来人们对经典力学系统对称性与守恒量的研究

取得了一系列重要成果［&—9］’ 本文研究变质量系统
在相对论情况下的守恒律 ’ 利用相对论性变质量系
统的 (’)*+,-+./0123.243+原理在无限小变换下的不
变性条件，导出相对论性变质量系统的守恒律存在

的条件和形式 ’ 并举例说明结果的应用 ’

! 相对论性变质量系统的 (’)*+,-+./0
123.243+原理

设力学系统由 ! 个变质量质点组成，在 " 时刻
静止质量为 #$ $的质点以速度 !$ 运动，另一静止质

量为!#$ $的微元质量以速度"$ 运动，在 " 时刻后的

!" 时间内两者合并，则其相对论性基本动力学方程
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在一般情况下 #$ $ < #$ $（ *+，’*+，"）
［&&］，构造相
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对论性变质量系统的广义动能函数
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（,）式减去（)）式，并注意到（"#）式得
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将（""）式代入（-）式得相对论性变质量系统的
*’./012034567837980原理
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其中 .! ! !! % - 为相对论性变质量系统的广义
67837980函数 +

: 相对论性变质量系统 *’./0120345
67837980原理的不变性条件

广义坐标的等时变分和非等时变分的关系

为［""］
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取无限小单参数群变换
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在一级近似下，其展开式为
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其中!为小参数，/，0’ 为无限小单参数群变换的生

成元 + 于是有
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再在（$$）式中加上并减去一规范函数!)2（ (，#，!#）
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这就是相对论性变质量系统 *’./0120345/7837980 原
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理不变性条件的变换 !

" 相对论性变质量完整系统的守恒律

如果无限小变换的生成元和规范函数满足如下

条件：
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则由（)*）式可得到守恒律
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于是有

定理 ! 对相对论性变质量完整非保守系统，
如果由（$1），（$2）式确定的无限小变换的生成元 (，
%" 和规范函数 + # +（ *，!，"!）满足条件（)"）式，那
么系统存在形如（)0）式的守恒律 !

0 相对论性变质量非完整系统的守恒
律

设系统受到 , 个理想双面 345/657型非完整约
束
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按约束加在虚位移上的 9::5;;<345/657定义，有
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由原理（$0）式和约束条件（)1）式，利用通常的 =6<
>?6->5乘子法得相对论性变质量系统的 @,A/4方程
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在运动微分方程积分之前，假设可由方程（)8），

（)C）式求出约束乘子#! 作为 *，!，"! 的函数，于是，
方程（)C）式可表为
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称方程（)2）式为与相对论性变质量非完整系统
（)8），（)C）式相应的相对论性变质量完整系统的运
动方程 !
定理 " 对于相应的相对论性变质量完整系统

（)2）式，如果由（$1），（$2）式确定的无限小变换的生
成元 (，%" 和规范函数 + # +（ *，!，"!）满足条件
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那么系统存在形如（)0）式的守恒律 !
将（)(）式代入（)1）式，并注意到参数%的任意

性，得到
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这就是非完整约束（)8）式对无限小生成元的限制，
将（*)）式代入（*$）式便得到（)"）式，于是有
定理 # 对相对论性变质量非完整系统（)8），

（)C）式，如果由（$1），（$2）式确定的无限小变换的生
成元 (，%" 和规范函数 + # +（ *，!，"!）满足条件
（)"），（*)）式，那么系统存在形如（)0）式的守恒律 !

8 算 例

设相对论性变质量系统的 =6>?6->5函数
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（-，&为常数）， （**）
所受非势广义力为 #%$ # &’$，#%) # ’ &’)，势能 / 为常
数，# # (，试研究系统的守恒律 !
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根据定理 !，对（"#），（"$）式由（%#）式可分别得到守
恒律
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若系统受到非完整约束

&" * #$! ’ #$% ( $! " * 3， （"4）
则限制条件（"%）式给出

’! ’ $!( )& ’ ’% ’ $%( )& * 31 （53）
容易验证，（"#）式给出的生成元满足（53）式，而（"$）
式给出的生成元不满足（53）式，根据定理 "，（"0）式
是系统的守恒律，而（"2）式不是系统的守恒律 1

0 讨 论

本文结果具有普遍意义，对相对论情况和经典

情况，变质量系统和常质量系统都适用，当 (3! 为常

量时，#") * 3，*") * 3，本文结果化为相对论性常质
量系统的结果；当 +, # %，-, # %时，." 化为经典动
能
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本文结果化为经典变质量系统的结果；当 (3 , 为常

量，且 +, # %，-, # %时，本文结果化为经典常质量
系统的结果 1
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