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基于一个新的具有三个位势函数（ !，"，#）的等谱问题，获得了一族新的含有一个任意函数的 ’() 可积发展方

程 *特别地，当位势函数 # 取不同的函数时，这个方程族约化为若干类型的方程组，进一步利用迹恒等式，给出了这

些方程组的双+哈密顿结构，并且证明它们是 ’,-./,001 可积的 *此外，给出了守恒密度和对称 *
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"国家重点基础研究发展规划（批准号：3!445#&#"##）和国家自然科学基金（批准号：!##6$#!&）资助的课题 *

! 引 言

在孤子理论和可积动力系统中，寻找非线性

’() 可积方程组及其双+哈密顿结构是非常重要却又

是很难的课题［!—5］*众所周知，反散射变换法［%］在精

确求解很多非线性发展方程中具有重要的作用，但

利用此法求解方程的前提条件是寻找到该方程所对

应的等谱问题［!—2］* 最近 7.［"］提出了从等谱问题出

发获得方程族及其哈密顿结构的方法 * 对给定的恰

当的等谱问题及其辅助谱问题，
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一般而言方程（!）为超定的方程族 *如何选择适当的

% 和 )（(）使得方程（$）恰为某一 ’() 可积方程族，并

且利用哈密顿算子及迹恒等式获得该方程族的双+
哈密顿结构［6，5］，
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是非常重要的，其中 * 和 , 为辛算子，& 8（ &!，&$，

⋯，&-）# .- 8 .$ .$⋯$ .（ . 为 / 上的 ;<=>(?@A
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本文引入如下含有三个位势的等谱问题：
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通过选择适当的辅助谱问题，给出了含有一个任意

函数的 ’() 可积方程族，然后利用迹恒等式，得到它

们的双+哈密顿结构 *

$ ’() 可积方程族

为了从（2）式推导出 ’() 可积方程族，首先引入

（2）式的伴随方程

)$ 9［%，)］8 #，
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从（%）和（$）式，可得如下关系式：
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考虑如下的辅助谱问题：
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则（%）和（++）式的相容条件（"&,+
!",+ &

）为如下零曲

率方程 -,+
# !（+）
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其中#&+ 为任意可微函数 ’（+&）式为所得 2/3 可积方

程族 ’

- 双4 哈密顿结构和 25678599: 可积性

下面考虑方程族（+&）的几种特例：

情况 ! 当 ( ! )，且#&+ ! ) 时，方程族（+&）约

化为
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特别地，当 + ! + 时，（+-）式化为
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其为广义的导数非线性 ;1<=>?5@A:= 方程组 ’
为了研究（+-）式的双4 哈密顿结构，由（,）式将

（+-）式改写为

",+
!

),+

’,







+

! .+ ! /
#&+"+

$&+"
( )

+
! 0

#&+#+

$&+#
( )

+
! /1+ ( ))’ ，

（+%）

其中

#&+"+

$&+"
( )

+
! 1

#&+#+

$&+#
( )

+

，

1 !
)$#+ )$ # +

&$ " )$#+ ’$

+
&$ " ’$#+ )$ ’$#+ ’











$

，

（+$/）

/ ! ! )
)( )! ，

0 ! /1 !
$)$#+ )% # +

&$
& "$)$#+ ’$

+
&$

& "$’$#+ )$ $’$#+ ’











$

，

（+$0）

$ !!B!&，$$# + !$# +$ ! +’ 很显然，/，0 为斜对称

算子，进一步可验证 /，0 为辛算子 ’取 C5995@A4D/=E/@
标准型为 F .，2 G ! H=（.2），直接计算，得（注意

( ! )）
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利用迹恒等式［$］，得
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其中%为待定常数 ’
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"#!!$#! 代入（%&）式，并且比较其两端!$（#!’%）

的系数，得
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为了确定"，取 ! ! "，则从（%+）式可得"! "*因此从
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其中哈密顿函数为
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因此推得方程族（%.）或（%/）的双0哈密顿结构为
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特别 地，当 ! ! % 时，得 到 广 义 导 数 非 线 性

123456789:4 方程组（%(）的双0哈密顿结构为
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其中哈密顿函数 ("，(# 为
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这表明方程族（%/）具有无穷多对合的对称 *
因此可得如下结论：

结论 ! （7）方程族（%/）在 =7>?@7AA: 意义下是可

积的；（77）方程族（%/）拥有一串守恒密度｛(#! ｝B
! ! "，

并且这些守恒密度在 C>7DD>8 括号作用下是两两对

合的 *
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)%，)# 为斜对称算子，即 )#% ! $ )%，)## ! $ )#，因

此可证得 ,，- 也为斜对称算子，即
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类似于情况 %，可得（#/）式的双0哈密顿结构为
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其中哈密顿函数为
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因此有如下结论：

结论 ! （’）方程族（$(）在 )’*+,’--. 意义下是可

积的；（’’）哈密顿函数｛#$$｝/
$ # %是方程族（$(）的一串

守恒密度，并且这些守恒密度在 0*’11*2 括号作用下

是两两对合的 &特别地，当 $ # " 时，（$(）式约化为
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其为新的高次广义导数非线性 89:;<=’2>.; 方程组 &

它的双?哈密顿结构为
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其中哈密顿函数为（$A6）式 &

B 结 论

从一个等谱问题出发，获得一族新的含有任意

函数的 )6C 可积方程 &当位势函数 , 取两种特例时，

利用迹恒等式，给出了这两个方程组的双?哈密顿结

构，并且证明它们是 )’*+,’--. 可积的 & 另外，当位势

函数 , # -（($ 3 *$）（ -（·）为任意可微函数）时，可以

得到一族方程，进一步或许能够像情况 " 和 $ 一样，

也能研究它的双?哈密顿结构，这将以后给出 &
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