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实空间中的概率流概念和概率守恒定理被推广到希尔伯特（()*+,-.）状态空间，从而得到了概率流算符的通式 /
应用一般形式的概率流算符公式，还导出了紧束缚模型中单电子和互作用多电子系统的概率流算符，并以异常简

单的方式证明了反射0透射流归一化条件 /
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" 引 言

实空间中的概率流概念和概率守恒定理是任何

量子力学课程都要讲述的内容［"，&］/在以往的研究中
我们发现若将有关概念和定理推广到一般的希尔伯

特（()*+,-.）状态空间，不仅有利于揭示许多不同物
理现象的共同本质，而且还能提供处理某些问题的

有效数学工具 /
在第二节中，我们将推导出希尔伯特空间中的

概率流算符的一般形式 /由此可以计算在任意量子
态下，系统发生量子迁移的概率流 /在第三节中，我
们证明了常用的实空间概率流密度矢量也可以按希

尔伯特状态空间概率流算符重新得到 /在第四节中，
我们不仅得到了单电子紧束缚模型的概率流算符，

而且还以一种异常简单的方式证明了有关的入射0
出射流归一化条件 /第五节将有关讨论推广到考虑
互作用的多体系统 /我们证明了由普遍形式的概率
流算符推导多电子系统的电流算符具有物理图象清

楚运算简单的优点 /最后，第六节是简短的讨论和
总结 /

& 希尔伯特空间中的概率流

在量子力学中，由单粒子薛定谔（345-67)89,-）方
程出发可直接导出一个守恒定理［"］
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该等式普遍成立，不依赖于势能函数的具体形式 /根

据波函数的统计解释，归一化的波函数给出概率密

度#（ !，!）:"
!（ !，!）"（ !，!）/所以，概率流密度矢

量定义为
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方程（"）即为定域的概率守恒定理
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为使以下的讨论更具普遍性，我们采用狄拉克（=)0
->4）抽象的右矢（?,.）和左矢（+->）记号 /薛定谔方程
一般地写作

)!!!! @"〉: #A @"〉/ （%）

或

; )!!!!〈" @ :〈" @ #A， （%B）

其中算符 #A 是系统的哈密顿量（(>C)*.D8)>8）/如果
希尔伯特空间的一组正交归一完备基记为｛@ $〉｝，
不难得到量子跃迁过程的主方程
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其中 %"#〈" @ "〉〈" @"〉表示处于量子叠加态 @"〉
的系统被发现处于本征态 @ "〉的概率 /所以，在希尔
伯特空间从任意本征态 @ $〉流向 @ "〉的概率流算符
应该定义为

#A $$" :
#"$

)! @ "〉〈$ @， （$）

从而流出本征态 @"〉的概率流算符为 #A " :
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!! ""! " !! !"( )" ，概率守恒定理方程（#）可改写

为
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在任意量子态下流出本征态 % "〉的概率流的期望值
可最普遍地写作
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# 实空间的概率流密度公式

实空间是希尔伯特空间的一个特例 (此时正交
归一完备基可选为｛% "〉｝；作为连续变量的空间坐
标它要求的正交“归一”关系为

〈" % ")〉&#（" " ")）( （,）

按方程（+），在 " 点处的净概率流为
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注意到!（"）&〈" %!〉，%&&) &〈 " % %! % ")〉，一个质量
为 "、电荷为 ’ 的粒子在电磁场中运动时的哈密顿
量为
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其中 $ 和$分别为电磁场的矢势和标势，#! 是动量
算符 (因此，哈密顿量的非对角矩阵元将写为
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因为〈&) % (! % &1〉& " *"!$（ &) " &1）2%（ &) " &1），上式
等号右端方括号中的微分运算必须被理解为以 ")
" " 为变量［#］(简单的运算可以将（.）式化为
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若电磁场的矢势取库仑（3456478）规范#·$ & ’，上
式可进一步整理为 !（"）&
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·%（"），其中
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它正是人们熟知的概率流密度矢量［/，0］(

9 紧束缚模型中的概率流

紧束缚模型是固体物理学中经常采用的标准模

型［9，:］(在几乎所有关于固体量子特性的研究中，它
都得到了成功的运用 (在本节中，我们首先讨论单电
子输运的普遍问题 (

图 / 多端输入;输出系统示意图

概率幅为 /的入射平面波被散射后，将产生概
率幅分别为 ) 和 $ 的反射和透射平面波 (由实空间
的概率守恒定理（/）经简单计算可以得到

% $ % 0$ % ) % 0& / ( （/9）

我们发现在紧束缚模型中类似的反射;透射流归一
化条件也可以按希尔伯特空间中的概率流公式（+）
来证明 (
考虑一个导电系统如图 /所示，它由 * 根直导

线（6<=->）分别外接电源 (在紧束缚近似下，该系统的
单电子哈密顿量为
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其中&! 和 +!，! $#分别标记座能量（>*?<;<@<ABC）和跃
迁矩阵元（D4EE*@B <6<7<@?>），对 ! 的求和包含所有
的格点，也就是整个的正交归一完备基｛% !〉｝；而对

#的求和只涉及最紧邻的格点 (此时，由方程（+）所
定义的概率流可约化为

!" & " *
"!#

+"，"$#’
&
"’"$# " +"$#"’

&
"$#’( )" ，

（/F）
其中’"’〈" %!〉是格点 " 上的波函数 (在稳态的
情形下，任意格点上的净概率流必为零 (我们选择导
电体上的所有格点，包括与引线（6<=->）的连接点 ,-

（ - & /，0，⋯，*）求和给出的净概率流也必为零，即
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在引线 ! 中，跃迁矩阵元恒为 "!；如果从连接点 #!

开始，格点编号为 $ ! "，# $，# %，⋯，则引线中的波
函数总可以写作

!$ ! %! &’$&! ( ’! &#’$&! ) （$*）
它是入射波（ %!）和出射波（ ’!）的叠 加，其中波矢 &!
由色散关系 ( !"! # %"! +,-&! 确定 )将（$%）式代入
（$$）式，经简单计算可得到
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如果所有的引线都相同，上式成为
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在关于一维紧束缚模型的研究中，通常只有两根引

线 )假定入射波的概率幅为单位 $，即 %$ ! $；反射波
和透射波的概率幅分别为 ’和 %，即 ’$ ! ’，%% ! "，’%
! %，则重新得到紧束缚模型中的反射 1 透射流归一
化条件方程（*）)

2 多体系统的概率流公式

在紧束缚近似下，多电子系统二次量子化的哈

密顿量可一般地写作［2］
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其中等号右端前两项分别是格点上的座能量和电子

的库仑互作用能，第三项描述电子在不同格点之间

的量子跃迁 )由第二节的公式（5）和（6）容易证明，前
两项将不出现在概率流的计算中，即格点的座能量

和电子的库仑互作用能只能通过改变波函数来间接

地影响电流 )如果规定沿格点标号增加的方向为概

率流的正方向，则相邻格点 7和 7 ( $之间的净概率

流算符 !3 ! (" !3 !# ! ( $ # !3 ! ( $# !可整理为

!3 !( ! # ’
%!#

"!，!($ ,3 (
!($，#,3 !，# # "!($，!,3 (

!，#,3 !($，( )# )

（%%）
因为在粒子数表象中，（%$）式所定义的哈密顿量的
非对角矩阵元几乎都为零，除非只需要将一个电子

由某格点移动到最近邻的格点就可以互相转换有关

的两个本征态 )
在稳定状态下，任意格点上的平均粒子数保持

不变 )这就要求流出流进这一格点的概率流相等，即
!!# !($ # !!($# ! ! !!#$# ! # !!# !# ! ) （%8）

所以，为计算某格点处的电流，也可以求所有格点的

电流之和；从而将系统的流算符定义为

"3 ! !
!
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将（%%）式代入，可得到
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其中相对位移$! ( $或 # $)在文献［2］的 8"和 8$
页，作者是从系统的极化矢量算符的运动方程出发

推导出类似（%2）式的流算符的 )

5 结 语

本文报道了关于希尔伯特空间中的概率流和概

率守恒的部分研究结果 )通过一些典型的例子，说明
了普遍形式的概率流算符公式是怎样有益于揭示不

同物理现象的共同本质的 )特别地，运用希尔伯特空
间概率流算符公式可以异常简便地证明紧束缚模型

中电子输运的概率流归一化条件 )
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K’/=，%"""）（’/ LD’/&-&）［曾谨言，量子力学（卷!）（第三版）（科

学出版社，北京，%"""）］)
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别要注意$函数只在适当的积分运算中才有意义］)
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更 正

物理学报 ;++* 年 - 月第 )+ 卷第 - 期第 ,;, 页，“耦合映象格子中时空混沌的控制”一文图 O 图注中
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