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建立在空间电荷转移框架下，考虑 &’()*(+&’()异质结物理模型，推导相应动力学方程，比较详细地分析了系
统随激励电场变化出现的复杂分支情况 ,分析表明，直流场下稳态解和周期振荡解并存，理论上对滞后现象进行解
释 ,对 &’()*(+&’()异质结在微波场中动力学行为进行数值模拟，得到在输入场强度变化的一定范围内，具有锁频、
准周期和混沌特性 ,

"国家自然科学基金（批准号：-.%$!#!-）资助的课题 ,
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! 引 言

当外加电场超过特征阈值时，4型 &’()器件和
许多混合半导体器件都呈现出自持电流振荡，这种

由负微分电导导致的高频电流振荡从理论和实验中

都得到了论证 ,然而，与此密切相关的半导体电子器
件中载流子非线性输运过程还蕴涵着更加丰富的物

理现象，例如这种内部振荡的机理和外部周期信号

相互作用所导致的锁频、准周期、和混沌等［!—0］引起

了人们的极大兴趣，尤其是混沌过程的产生使得器

件难以稳态工作；另一方面，混沌过程良好的随机性

可用于保密通信，为此对这种器件的动力学行为进

行全面和深入的了解显得十分重要 ,
半导体器件中的混沌现象最初由 (567 等［1］发

现，此后，对 &844氏二极管中的混沌现象进行了大
量的研究［3—$］,单异质结 &’()*(+&’() 或双异质结
(+&’()9&’()9(+&’()也得到了重视［%—!!］，这种层状
的半导体器件对于基础研究以及在微电子领域都非

常重要 ,然而，考虑到对该器件在远离平衡态下的分
析，迄今为止尚未有广为接受的物理模型，为此，本

文首先在文献［!#—!"］的基础上建立单异质结
&’()*(+&’()的物理模型，并从理论上推导它的动力
学方程；其次分析了直流偏置下静态工作特性，动力

学分支；最后数值模拟交变场下该异质结器件所表

现出的周期、准周期和混沌情况，为全面了解这类器

件的动力学行为以及对半导体异质结器件混沌的控

制和应用提供了理论依据 ,

" 物理模型及其动力学方程

) *+ !"#$%#&!"#$异质结物理模型

图 !为掺杂的 &’()*(+&’()能带图，&’()和 (+9
&’()宽度分别为 !!，!"，&’() 未掺杂，(+&’()为重

掺杂，并设掺杂浓度为 ":，在热平衡下，电子大部分

在 &’()层，两层之间的能量差为!#;，并且 &’()中

的迁移率!! 远大于 (+&’()中的迁移率!"，当在两

层之间加上足够高的平行于分界面的电场时，电子

越过势垒，激发到 (+&’()，这种电子从高迁移率到
低迁移率的跃迁，导致类似于 &844氏二极管的负微
分电导，这是它振荡的基本原理 ,随着 (+&’()层电
子浓度的增加，引起界面势垒"< 的降低，背向热激

发电流加大，使得 &’()中载流子浓度增加，促使"<

反而提高，此过程不断往复，构成动态循环过程，这

种电荷的空间转移左右器件的动力学行为 ,

) *) 动力学方程

下面推导半导体异质结的非线性电子输运方

程，设 &’() 和 (+&’() 中的平均电子密度分别为
$!，$"，且有

第 3#卷 第 %期 "##!年 %月
!###90".#*"##!*3#（#%）*!3-$9#$

物 理 学 报
(=>( ?/@AB=( ABCB=(

D5+,3#，C5,%，(8E8)F，"##!
"

###############################################################
"##! =G74, ?GH), A5;,



图 ! "#$%&$’"#$%结构能带图
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式中 %!#,（ %,#!）为从 "#$%#$’"#$% 层（$’"#$%#
"#$%）的热激发电流密度 -
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上式中各物理量如下：电子速度为%’ (（ ’#，’-，’.），

热电子激发所需最小速度 ’)#满足
!
, )!

$ ’,)# (!//，

"#$%与 $’"#$% 之间的能量差为!//，"#$%（或 $’6
"#$%）中电子有效质量为 )0

$（ 0 ( !，,），电子态密度
为 (/，玻耳兹曼常量为 *3，普朗克常量为 ,，电子电
量为 &，平均载流子能量为 /0 (（4&,）*3 +0（ 0 ( !，

,），且 /!&（4&,）*3 +1 7"/&#! /,
’，/, (（4&,）*3 +1，

能量弛豫时间为"/，晶格温度为 +1，"#$%（或 $’6
"#$%）载流子温度 +0（ 0 ( !，,）-

图 , "#$%&$’"#$%的电路图

"#$%&$’"#$%的电路结构如图 ,所示，依照环路
定律：2) * 314 ( /’ 5，而电流为 4 ( 4! 7 4,，传导电
流为
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漂移电流为
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所以得到
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，$为介电常量，2) ( /) 5 为

外加电压 -
垂直方向空间电荷由 89:%%9;方程：

+
+#$/( ( &［(< * !（#）］ （4）

和电流密度方程：
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及边界条件：

!（)）( *!5，!（",）( )，

!>（)）( * &/(（)），!>（",）( ) （?）

得到，其中! ( * &!
",

)

/(（#，$）+#，9, 为散射常量 -

由（4），（?）式并利用载流子守恒条件：
!! "! 7 !, ", ( (< ",， （@）

得到
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将（=）式在［)，",］上积分，利用（4）式及定义
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（B）
自治非线性方程（!），（,），（B）构成了半导体 "#$%&
$’"#$%异质结动力学系统 -为分析方便起见，将所
有的物理量均无量纲化，设 : ( !! &(<，; (#! /’ &
<+%，= (!5 & *3 +1，+ ( $ &"/，将（!），（,），（B）式化简为
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表 # 计算中各个物理参量

/2405$ ) #.#6 $# 475 #.

"# 4（05% 481） 9... $% 475 %.

"% 4（05% 481） ,. " : 4; )..

"+0 45&8 %,. ,"# . 3.<6,.
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!+ 41 , 3. = #. $ #% 24#5 ,.

# #%$. ,. 4>? . 3-# = #. $ ).>?

#. 4@5$ # 9 39,+ = #. $ #% 3* 4% ##++

)/4A; #3)9. = #.%) .!1 451$ # , 3. = #.6

) 动力学分析

先讨论动力学方程（-）—（##）的静态分支，为此
考虑奇点（即平衡点）所满足的方程

## # $
$#

$( )
%

&’(（$ %）$ #) * #+ &! %

·&’( #
#% * #, &( )% ! " .， （#%）

’# * ’% !& * ’) " .， （#)）

(# % * (% !% " . 3 （#+）
奇点随外加电场而变化，所有的奇点均以带"的上
标表示 3在奇点处的电流密度如图 )所示，随着外加
电压的增大，负载线平行移动，与电流密度交点依次

为 #个（4. B 4#），% 个（4. " 4#），+"# " +"17%），) 个

（4# B 4. B 4%），%个（4. " 4%，+"# " +"17#），#个（4.

C 4%），在 4# B 4. B 4% 段表现出负微分电导特性 3
图 +为电流与外加电压的关系图，它与图 )有相似
的结构 3奇点处的稳定性由该点的 AD0EFGD7 矩阵的
特征值%决定 3图 ,为各奇点的特征值与奇点处平
行电场的关系图，深色线表示特征值的实部，淡色线

条为特征值的虚部 3由于第一个特征值的实部远小
于 .，图 ,中没有划出 3从图 ,看出奇点的分支情况：
随着 +#的增加，稳定的节点（所有的%B .）变成稳
定的焦点（一对具有负实部的共轭特征值），在 +"5#
（具有纯虚数的特征值）处通过 HE(I分支到不稳定
的焦点（一对具有正实部的共轭特征值），然后由不

图 ) 归一化静态电流密度与电场图

图 + 归一化静态电流与电压图

图 , 奇点处特征值与电场关系图
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稳定的鞍!焦点到鞍点（两个正和一个负的特征值）
在 !!"#$处到达鞍点（两个负和一个正的特征值）⋯⋯
图 %粗线表示稳定的焦点 "& 或稳定的极限环

"’(，细实线代表不稳定的焦点 )&，点代表鞍点 "*，其
分支的情形如下：设器件工作状态处于点 !(+（$）附
近，随电场增加，通过 !(+（$）的分支，同时形成稳定
的极限环（"’(）和不稳定的极限环（)’(），不稳定的极
限环向下与鞍点（"*）相交于 !"#+（,），产生鞍点（,）!
鞍点（-）的同宿轨道（参见图 .，（,）从左面趋于 !!"#$，
（-）从右侧趋于 !!"#$）/进一步增加外加电场 !0，在

（-）又得到不稳定的极限环，该极限环在 !$+（.）处
通过 123& 分支消失；当 !0 到达 !$$（%）时，从焦点
（"&）产生不稳定的极限环，该极限环与鞍点相交于
!"0,（4），同时在 !"0-（5）形成另一同宿轨道（参见图

.，（4）从左面趋于 !!"#+，（5）从右侧趋于 !!"#+），从（5）
分支出的不稳定极限环与稳定的极限环相交于

!($（6），最后达到稳定的焦点（"&）/

图 % 静态电场随外加电场的分支图 "7*8’9 &2()"（"&）；)#"7*8’9

&2()"（)&）；"*::’9!32;#7（"*）；"7*8’9 ’;<;79: (=(’9（"’(）；)#"7*8’9 ’;<!

;79: (=(’9（)’(）

我们可以对上述情况进行物理解释：如图 4所
示，随外加电场的增加，原先稳定的焦点从 !$+处开

始形成电流和电压振荡（相应于动力学中稳定的极

限环），此时载流子在 >*?"层和 ?’>*?"层中来回周
期性漂移，当外加电场等于 !($时，振荡停止，变成

稳定焦点；相反的过程，逐渐缓慢地减小电场，稳定

态在 !$$开始形成振荡，然后于 !(+停止，!(+ @ !$+，

表现为动力学的滞后现象 /
可见对电场 !"0$ @ !0 @ !$+或 !$$ @ !0 @ !"0,时

两种吸引子，即稳定的极限环（"’(）和稳定的焦点
（"&）同时存在，对于不同的初始值最终分别吸引到

图 4 电场缓慢增加与缓慢减小时电流滞后曲线

不同的吸引子上，图 4中方向均为顺时针方向，对位
于鞍点（"*）附近的初始值沿两个顺时针方向到达稳
定的极限环 /图 5即为 !0 A 4 / -66 BCD(<时两个吸
引子同时并存的情况，初始值在细线之内的点最后

都到达 "&，而初始值在细线之外的所有点最终吸引
到 "’(上，对于 !$$ @ !0 @ !"0,可得到类似的结果 /

图 5 同时并存的两个吸引子相图

图 6分别为 !0 A 4 / -. BCD(<和 !0 A 4 / -4 BCD
(<时的相图和时间序列，当 !0 A 4 / -. BCD(<，经过
瞬态振荡之后趋于不动点，而 !0 A 4 / -4 BCD(<得到
周期 %0 A +0, >1E的自持振荡解 /

- 锁频、准周期和混沌现象

半导体内部产生的振荡在外部周期信号驱动下

可以导致非常复杂的动力学行为，诸如：周期、准周

04.+ 物 理 学 报 .0卷



图 ! !" # $ %&’ ()*+,及 !" # $ %&$ ()*+,的相图和时间序列图

期以及混沌现象 %对 -./0*/1-./0 异质结动力学方
程（!）—（22）加上外部的周期驱动，同样可以发现相
似的现象，下面我们选择直流工作点位于负微分电

导区域，设 " # ""（2 3 #045（6!（! % ’ $"）%）），即驱动
频率为本征振荡频率的 ! % ’倍，幅值为直流信号的
# 倍 %图 2"为不同幅值时求得的最大李雅普诺夫指
数（简写为 78），可见选择合适的驱动幅度，能得到
混沌态 %图 22，图 26为不同幅值时对电流所作的庞
开莱截面［!］，它具有倍周期分岔通向混沌的特性，而

且有自相似性 %图 29为 # # ":’969’时周期 9的情
况，其中相图（.），（;）为庞开莱截面结果，（+）为庞开
莱截面的回归图［<，!］，在图 29 上只有 9 个点 %图 2&
为 # # ":2$’时周期 $的情况，其中（.）为庞开莱截
面结果，（;）为庞开莱截面的回归图，相图（+），（=）
是电子密度时间序列 %图 2’分别是 # # ":22<$所得
的庞开莱截面及庞开莱截面的回归图，近似于封闭

的曲线，属于准周期情形 % 图 2> 还划出了 # #
":22>’时为混沌的情况 %可见，随着信号幅值的变
化，出现了非常丰富的锁频、准周期和混沌现象，对

照图 22还可以找到其他类似的锁频、准周期和混沌
窗口，限于篇幅，在此不再赘述 %

图 22 ?@45+.AB截面 &（#）与幅值 #关系

图 2" 最大李雅普诺夫指数 78,.C随外电压幅值 #的变

化图

图 26 ?@45+.AB截面 &（#）与幅值 #关系
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图 !" 周期 " ! # $%&"’"& （(）为相图；（)）为 *+,-.(/0截面图；

（.）为 *+,-.(/0回归图

图 !1 周期 2 ! # $%!2& （(）为 *+,-.(/0截面图；（)）为 *+,-.(/0
回归图；（.）为相图；（3）为时间序列图

图 !& 准周期 （(）为 *+,-.(/0截面图；（)）为 *+,-.(/0回归图

图 !4 混沌 （(）为相图；（)）为 *+,-.(/0截面图；（.）为 *+,-.(/0
回归图

& 结 论

本文从 5(678675(69 异质结的模型出发，通过
建立相应的动力学方程，详细地分析了它的动力学

性质 :数值计算表明：在交流场的作用下，对 5(678
695(67异质结中的电子密度随信号幅度的变化，相
继出现倍周期分岔、锁频、准周期及混沌的情况进行

了分析，结果表明它们灵敏地依赖于微波信号的大

小，为半导体异质结器件混沌的控制和应用提供了

理论依据 :由于方程（!），（’）和（;）描述了 5(67869<
5(67异质结的物理特性，可以预测上述数值模拟的
结果有望在实验中得到验证 :对于该器件详细的混
沌情形，如吸引域、混沌的控制及同步等，我们在以

后将进一步研究 :

［!］ =: 6: 59(>,0/，6: ?,).@()0/， "### $%&’( : )*%+,*-( ./(- :，!!
（!A;;），2A$ :

［’］ 5: 6: B093，C: =0DD/,07，01/( : 234 : 53-- :，!"（!A;4），!!;":
［"］ 5: B0,->，E: E,.@F0/，6: G,FF09，5: H9(FI0-，=: *0,-J0，=: *(/,<

7,，01/( : 234 :，#$%（!AA"），!’4$":
［1］ G: 6+J,，K: G+)(L(7@,，G: M(N(N+F+，6 : 01/( : .7+ : 68’ :，!&
（!A;’），’"2":

［&］ O: P+70J,930，=: Q : K@+N7+-，C: G-R370-，P: B,-37@+9N，

’2&! 物 理 学 报 &$卷



!"#$ ! %&’ !，!"#（"##$），%%#&!
［’］ (! )! *+,-.，/! 0! 1,，())* ! !"#$ !，$%&（"##"），"$ !
［2］ 3! 14567+896，*! : ! ;<4=54-，>! 0-?956-，1! @+-95<48=，

!"#$+,-，’((（"##A），"BA!
［&］ )! *! C+696D-45E<6+96，>! /D+886DE，/! 0?7?7，@! F! G?DH+-5，

!"#$ ! %&’ !，!%"（"##’），"B$"% !
［#］ )! *! C+696D-45E<6+96，1! 086+-765，!"#$ ! %&’ !，!%)（"###），

2’’A!
［"$］ 3! :I<488，0! J47+，())* ! !"#$ ! .&// !，%*（"##"），"%22!
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