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讨论了一维稳态和发展型 ’()*+,-./01)21,（缩写为 ’/0）超导方程组，从数学上论证了常稳态解的不稳定性及
无穷维动力系统在行波解意义下的极限集之存在性 3指出 ’/0超导方程组描述的超导材料具有作者意义下的无穷
维动力系统的混沌现象，即超导材料在传导中可能出现奇特现象 3
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& 引 言

应用数学工作者的任务不仅仅是讨论数学模型

中解的存在性或唯一性，也不局限于讨论解的性态

或给出数值解，而更加重要的任务是从数学角度去

探究数学模型背景中的科学性质，例如物理性质、

材料性质、化学性质、电子工程中的性态等等 3 这种
数学的定性性质可证实实验结果，也可指导怎样做

实验来发现这种性质 3尤其重要的事实是，数学的定
性结果未必能被实验证实，例如天体力学中，各种实

验是极为困难的或者是代价昂贵的 3 定性分析、定
量分析及科技操作相互协调方能翱翔宏宇宙、微宇

宙、科技的宇宙 3
本文就是从数学的角度去定性分析超导材料研

制过程中可能出现的问题，希望能为实验起一点指

导作用 3 高温超导的研究近二十余载，目前仍停留
在实验阶段 3超导材料的产业化是各国所期盼的 3
那么究竟为什么超导材料的产业化过程如此缓慢？

科学家们正在主攻几个研究领域［&］，如高温超导电

性的物理研究，高温超导材料的材料科学研究，高温

超导应用技术的基础理论和原理性研究等等［&—$］3
作者在讨论动力系统奇点稳定性时，将一维 ’/0超
导方程组作为特例，发现常稳态解的不稳定性 3 本
文同时考虑发展型一维 ’/0超导方程组，在行波解
意义下，无穷维动力系统存在不稳定的稳态解及其

极限集，即存在作者意义下的混沌现象，从而断定超

导材料在传导过程中可能出现奇特现象 3

! 常稳态解的不稳定性

按照 ’/0 理论［#］，在外加切向磁场 ! 的情况
下，宽度为 !" 的超导薄膜的序参数!（ #）（!#"）和
诱导磁势 $（ #）应是 ’/0 泛函 %（!，$）的最小元，
其中
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& ; "是 ’/0参数 3 泛函 %（!，$）在空间 ’&［ 8 "，
"］< ’&［ 8 "，"］的任何最小元｛!，$｝属于 (=

［ 8 "，"］< (=［ 8 "，"］，并且是下列边值问题的
解［>—6］：
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其中 #%［ 8 "，"］，!#" 3（&）式是一维稳态 ’/0超
导方程组，其相应的一维发展型 ’/0超导方程组的
初边值问题为
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若考虑稳态方程组且暂时忽略边界条件，那么方程

组可化成四维动力系统：

!! #"，

"! # &(
!（!

( ) #( & *），
#! # ’
’! #!

( # ’
系统的奇点为（!$，"$，#$，’$）#（$，$，#$，$），其中

#$!(*，显然为非孤立奇点，（ " *，$，$，$）是两个孤
立奇点 ’ 由于假定!（ %）"$，（ & *，$，$，$）没有意
义 ’ 现将系统在（*，$，$，$）点线性化并展成泰勒
形式：
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令##（#*，#(，#+，#,）为方向余弦，! # * )#* )，"#

#( )，# ##+ )，’ ##, ) 为经过点（*，$，$，$）方向为#
的射线 ’ 设 * #（!!，"!，#!，’!）为上述系统对应的
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显然，当（#*，#(，#+，#,）#（$，$，$(/(，$(/(）时，极限

值为 *，故向量场沿射线（$，$，$(/(，$(/(）方向离开
奇点（*，$，$，$），即（*，$，$，$）是系统的不稳定奇点 ’
系统在（*，$，$，$）附近存在第二类极限集［*$］，即在
奇点（*，$，$，$）附近有点域混沌区［**，*(］’

+ 无穷维动力系统的极限集之存在性

考虑发展型 89:超导方程组（(），忽略边界条
件而只考虑初始条件 ’ 若初始条件!（ %，$）#

!$（%），#（ %，$）# #$（ %）满足 -!$（ %）& * - 6$，

- #$（%）& $ - 6$，则!（%，"），#（ %，"）当 " 充分大时
将发生什么情况？这是无穷维动力系统所研究的问

题，目前尚无一般方法直接讨论方程（(）在 "#%时
的性态 ’ 但考虑行波解可将无穷维动力系统化成有
限维动力系统 ’ 对有限维动力系统，我们有一般的
方法来讨论极限集和混沌现象的存在性 ’ 这里采用
了作者在 *..*年给出的有限维动力系统的混沌现
象之定义［**，*+］及在 *..; 年给出的无穷维动力系统
的混沌现象之定义［*,］’
在方程（(）中，利用关系式
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并令%# % & ,"，" # <!/<%，’ # <# /<%，我们得到如
下四维动力系统：
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系统的孤立奇点（ " *，$，$，$）及非孤立奇点（$，$，-，
$）（-!(*）’令##（#*，#(，#+，#,）为方向余弦，! #
* )#* )，"##( )，# ##+ )，’ ##, ) 为经过点（*，$，$，

$）方向为#的射线 ’记 * #（!!，"!，#!，’!）为上述
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不妨设波速 , # *，则令# #（$，$，$，*），极限值为

& *’若令##（$，$，#+，#,），则极限值为
(#+#, &#(

,

* & (#+#$ ,

’

显然存在#+，#, 使得极限值为 ) *’从而可知奇点
（*，$，$，$）不稳定 ’ 发展型 89:超导方程组在行波
解意义下同样在（*，$，$，$）附近有点域混沌区，这
与稳态意义下的点域混沌区相符 ’ 有限维动力系统
存在第二类极限集且存在点域奇怪吸引区，系统是

混沌的 ’ 由此推出，89:方程描述的超导材料的性
能不很稳定，可能出现奇特现象 ’ 从理论上论证了
8 9:方程描述的超导材料的传导的不稳定性 ’这一
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理论结果与目前的实验相符的 ! 看来有必要改变材
料的结构，使数学方程克服上述混沌现象，或者用控

制混沌现象的办法来改变超导结构 ! 希望此理论结

果能为实验起一点指导意义，使超导材料尽快投入

产业化 !
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