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由转动相对论系统的 &’()*+,- 原理分别建立在广义坐标和准坐标下的 .)-/0*12 方程及其改进形式，并从改进的

.)-/0*12 方程导出新 34’5*67)- 方程 8 最后说明由转动系统的相对论分析力学向普通分析力学过渡的方法 8
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! 引 言

自旋运动是微观粒子的固有属性 8 !9:9 年，

;0-7+<<,- 和 =>’?0-/,>2 对 !@ 种核子的自旋转速最大

值做了较为精确的测量，结果表明各核子的自旋转

速均有一最大值，且各不相同［!］8 随着科学与技术

的进步，证实了越来越多的实验现象与高速转动问

题有关 8 !9A" 年，3’>(0*) 提出了转动相对论［%］，引起

了人们的关注，近年来已取得了一些重要的研究成

果［$—:］8
.)-/0*12 方程是非理想非完整系统的动力学方

程［A，9］，它比附加 340+’0B 条件的著名 34’5*67)- 方程

更具有普遍意义，且方程结构形式简单，容易运算 8
对相对论分析力学来说，.)-/0*12 方程理论是非常有

发展前途的 8 但目前在此领域内的研究成果还不

多 8 本文由转动相对论系统的 &’()*+,- 原理分别建

立在广义坐标和准坐标下的 .)-/0*12 方程及其改进

形式，并从改进的 .)-/0*12 方程导出新的 34’5*67)-
方程 8 最后说明由转动系统的相对论分析力学向普

通分析力学过渡的方法 8

% 转动相对论系统的 &’()*+,- 原理

设有 ! 个 物 体 构 成 的 力 学 系 统，绕 坐 标 系

"（#$%&）的 #& 轴转动，在 ’ 时刻第 ( 个物体受到的外

力对 #& 轴之矩为 )( ，经典转动惯量为 *#( ，相对于 "
系的角坐标为!( ，极限角速度"( 8 该系统的位形由

+ 个广义坐标 ,!，,%，⋯，,+ 确定，第 ( 个物体的角

坐标可表示为
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于是容易得到
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转动相对论力学的动能函数［@］为
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根据转动系统相对论性基本形式的 /GH*0(I0>+
原理
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我们可得到转动相对论保守系统的 &’()*+,- 原理
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$ 广义坐标下的 .)-/0*12 方程

设有一转动相对论系统，其位形由 + 个广义坐

标 ,!，,%，⋯，,+ 确定 8 该系统由动能 ."/ 、力函数 0
及线性齐次稳定的非完整约束
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来描述 !
约束方程（"）又可表示为
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引入 *+,-+.,/ 乘子&"，将（)）式纳入泛函（0）中，有
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现用变分运算简化上式，由于
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假设端点条件
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由于引入 *+,-+.,/ 乘子，使得$!#，$!!#"
相互独立，

故由（%%）式可得
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联立解（%45）和（%46），得到
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将（%45）和（%7）代入（%4+），有
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现继续变换（%8）式

令 ’9 "(（!#，!·#）$ ’"( （!#，!·#，!
!
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将（%05）和（%06）代入（%8）式，则得
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（# $ %，’，⋯，!）!
（%"）式就是广义坐标下非完整转动相对论系统的

*:.2/;<= 方程 !
由（%4）式可见，设系统的广义约束力可表示为
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广义约束力在相应的广义虚位移上所做的虚功为
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由（!）式可得
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将（()）式代入（&!）式，得
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一般说来，
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这类约束称为非理想约束，所以，*+,$-./0 方程（&1）

是广义坐标下非理想非完整转动相对论系统的动力

学方程 ’
为使非理想约束（!）理想化，现令
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积分上式，有
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（(4）式就是理想约束，由此可知，（(2）式是使非理想

约束（!）理想化的必要条件，这与文献［1］所得结果

一致 ’

3 准坐标下的 *+,$-./0 方程

设转动相对论系统受有 % 个形式如（5）式的非

完整约束，借助下列线性方程引入准速度

’( % !
"

$% &
&($!

·
$，（( % &，(，⋯，"）’ （(6）

利用（(6）及约束方程（5）可将所有广义速度 !·&，!·(，

⋯，!·’ 用准速度’( 表出

!·( % !
"

(% &
)((’(，（ ( % &，(，⋯，’）， （(17）

因此有

!!( % !
"

(% &
)((!"( ’ （(18）

此处 &($，)((
，*#+ 及力函数 , 均与不独立的广义坐

标 !""#
无关 ’

将约束（(17）变分，可得

!!·( % !
"

(% &
)((!)

·
( "!

"

(% &
’(!

"

$% &

!)((

!!$!
"

%% &
)$%!"%，

（(5）

引入 *79:7,9- 乘子&#( ，将（(5）式纳入泛函（6）中，有
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现用变分运算来简化上式，并注意（(18）式得
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由（!"#）和（!"$）式得到
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)
) &
!". !#
!&"

&!
". !#
!""

& !(
!""

% +， （-+）
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（-+）式 就 是 准 坐 标 下 非 完 整 转 动 相 对 论 系 统 的

456)789: 方程 ,

/ 广义坐标下 456)789: 方程的改进形

式

我们将约束方程（2）变分，稍加变换，可得
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这就是广义坐标下 456)789: 方程的改进形式 ,
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（-/）式就是广义坐标下 ?@’A8BC56 方程的改进形式 ,

0 准坐标下 456)789: 方程的改进形式

将约束（"1’）取变分，稍加变换，可得

+-0( 物 理 学 报 /+ 卷



!!·" ! "
" # !

"

#! #
$"#!!( )# $!

"

$! #
%$!

"

#! #

"$"$

"!#
%"

$"#

"!( )
$
!!#，

（&’）

将 ()*+,-./ 原理的表达式（’）写成展开形式，有
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其中"%6 #&
"%#

，"%6 #&
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和"%6 #&
"!·"

分 别 为 将（52)）式 代 入

"%#&
"%#

，"%#&
"!#

和"%#&
"!·"

后的表达式，（70）式就是准坐标下

8+/"9,:; 方程的改进形式 1

若"$"$

"!#
%"

$"#

"!$
! 0，则（70）式成为
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（7#）

（7#）式就是准坐标下 <=)>,?@+/ 方程的改进形式 1
由上 可 知，<=)>,?@+/ 方 程（&7），（7#）分 别 是

8+/"9,:; 方程（&&），（70）的特例 1

2 讨 论

在’
·

*$(* 的经典近似下，转动惯量

+* !
+0 *

# %’
·5

* A(5% *

& +0 * ，

取 # %’
·5

* A(5% * 关于’
·

* A(* 幂级数展开式的前两项，

转动相对论系统的动能函数，

%#& &!
,

* ! #
+0 *(5

* %!
,

* ! #
+0 *(5

* # % ’
·5

*

5(5( )
*

&
#
5!

,

* ! #
+0 *’

·5
* ! %& 1

化为经典转动系统的动能函数，随之，本文的理论蜕

化为经典转动系统力学理论 1
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