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研究了被局限于区间［#，!（ "）］中运动的动边界广义含时谐振子量子系统，其 )*+,-./0,*0 为坐标与动量的非齐

次含时二次型 1 求出了具有“指数2正弦型”演化态的充要条件以及相应的正交归一完备的精确演化态系列 1 此结

果不但几乎包含了已有结果作为特例，还涵盖了相当广泛的范围 1 此外，澄清了个别作者关于对时间的微商的一

个误解，指出对时2空坐标的微商均具有寻常的含义 1
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! 引 言

以 # 和 " 分别表示空间坐标和时间，考虑一维

动边界量子系统：单个无自旋粒子在两个不可穿透

的壁之间做量子运动；左壁固定于 # 4 # 处，右壁位

置则按 # 4 !（ "）5 # 变化 1
为解释宇宙线粒子之所以能具有甚高能量，

678+,［!］于 !(’( 年提出了一个经典力学的动边界模

型，文献上称之为 678+, 加速器 1 受此启发，9/7:;<78
和 =,;7［"］于 !(&( 年首先研究了一维动边界无自旋

的自由粒子量子系统，引起人们的极大兴趣，后续工

作源源不断 1
量子力学的重要任务之一是精确地求解含时

>;<8?@,0A78 方程

,!!"!" 4 $%"， # !［#，!（ "）］， （!）

其中 %B 为系统的 )*+,-./0,*01 严格的演化态"一般

是难于求得的，何况现在还要受到动边界边条件

"（#，"）4"（!（ "），"）4 # （"）

的限制 1 但为了弄清当边界做迅速变化时量子态的

演化，严格求解方程（!）和（"）是必要的 1 例如，对于

区间［#，!（ "）］的突然收缩，突变近似［%］不再适用［’］1
当然，精确解的意义不仅限于此 1

9/7:;<78 和 =,;7［"］求得了自由粒子，其 )*+,-./2

0,*0 为

$% 4 $%! "
&B "

"’ 4 C !
"

"’
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!#" ， （%）

当动壁做匀速运动即

!·4 @!（ "）
@ " 4 ;/0:. 1 （’）

时的演化态：
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此处 ’ 4 ;/0:. 1 为粒子质量，&B 4 C ,! !!#为动量算

符 1 这些演化态在任何时刻 " 均构成正交归一完备

系：
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式中 F"(（ "）〉是 >;<8?@,0A78 绘景波函数"(（ #，"）的

9,8*; 符号，#（·）为#2函数 1 上述精确解也被 IJ0,78
等［3］重 复 得 出，并 在 量 子 678+, 加 速 器 和 量 子 混

沌［&，H］的研究中得到应用 1 I*K/L:K, 等［$，(］也求出了
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时的精确解 !（"）式是上式的特例 !
#$%&’(%) 等［*，+］还证明，无论 !（ "）（ , -）做何种

变化，当

#$ . #$/ !
%0 /

/& 1 &!/

/ ’/； （+）

!/ . !/（ "）. 2 !3（ "）
!（ "） （4-）

时，（5）式的"( 仍是精确的演化态 ! 注意（6）式是

（+）式当! . - 时的特例 !
若不计粒子运动范围的有限性与可变性，（+）式

（（6）式是其特例）所描述的粒子可被视为变频谐振

子［4-，44］! 本文对此进行推广，考虑动边界广义含时

谐振子，其 7$8)9:&;)$; 为

#$ . 2
)4（ "）
#/ %0 / 1 )/（ "）’/ 2 *（ "）

#
（’%0 1 %0 ’）
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其中 ), . ),（ "），* . *（ "）和 +, . +,（ "）均是 " 的实

函数（ , . 4，/）；组合形式 ’ %0 1 %0 ’ 的出现是为了保

证 #$ 在任何时刻 " 都具有厄米性 ! 应当指出，以前

所讨论的（一维）广义谐振子［4/，46］的运动范围是无限

的（’"（ 2 <，<）），而现在是有限的和可变的（ ’"
［-，!（ "）］）!

动边界广义含时谐振子的精确演化态，一般也

是很难求出的 ! 因此，我们把目标降低，限于求类似

于（5）式的演化态：

"(（’，"）. /#! [=>? )（-(’/ 1 .(’ 1 /( ]） (); ("’
! ，

（4/）

并称之为“指数@ 正弦型”演化态，它们显然满足边条

件（/）式 ! 这里 -( . -(（ "），.( . .(（ "）和 /( .
/(（ "）仅是 " 的函数（为保证"( 被归一化，它们必

须是实函数），而 ( 为正整数 ! 换言之，本文的目的，

是求出以（4/）式的"( 为演化态时，（44）式的 7$8)9@
:&;)$; 应满足的充要条件，并同时确定 " 的函数 -(，

.( 和 /( !
本文给出关于对时@空坐标的微商的正确理解；

给出结论及一些特例；以及结论的证明和讨论 !
顺便指出，另一类动边界问题，即粒子被限制在

半无限动边界区间［ !（ "），<）中运动的问题［4"，45］，

也是很有趣和很有意义的，不过本文暂不拟涉及 !

/ 关于对空@ 时坐标的微商问题

本文 所 讨 论 的 ABCDEF);G=D 绘 景 的 波 函 数

"（’，"）是空@时坐标的复值函数，按量子力学的要

求，在任何固定时刻 "，它在区间［-，!（ "）］上应是平

方可积的，此外，当然还应满足边条件（/）式 ! 如果

假定 ),（ "），*（ "）和 +,（ "）是 " 的光滑函数（本文恒

做这种假定），则还可对"（’，"）赋予下述性质：在 ’
2 " 平面上的区域

0 . ｛（’，"）：-$ ’ $ !（ "），" "（2 <，<）｝

（46）

的内部（开核 10），"（’，"）对 ’ 和 " 分别是二次和一

次连续可微的 ! 我们将给定时刻 " 的这样的波函数

集合记为 2（ "），按（H）式中的第一个等号那样引入

内积后，2（ "）成为一个 7)9I=D: 空间 ! 波函数"（’，"）
的定义域即是 0 !

J=D=(C&G); 和 JD&;);［4H］指出，由于 2（ "）和 2（ " 1
#"）是不同的，所以不能按寻常定义，即不能按

!"（’，"）
!" . 9)8

#"%-
"（’，" 1#"）2"（’，"）

#" （4"）

来理解对 " 的微商，而应当用

#

" . !!" 1 !·

/! ’ !
!’ 1 !!’( )’ （45）

来代替（4）式左端的!
!"

!

但是，第一，即使承认（4"）式不再适用，对于以

#

"来代替!
!"

这一点，文献［4H］虽然声称可据量子力

学几何理论来导出，却并未给出充分的论证；第二，

在（45）式右端仍含有!
!"

，是否还应代之以

#

"呢？若

否，则文献［4H］的建议在逻辑上就不自洽；若是，则

这种替代手续将无穷无尽，实际上无法操作 ! 因此，

自文献［4H］发表以来，除个别作者［4K］外，该建议甚

少被人采纳 ! 对此，本文在第 5 节中还要做讨论 !
事实上，因为只涉及#"%- 的情形，所以在 0

的内部 10，（4"）式是确切的，而在 0 的边界!0 上

（包括 ’ . !（ "）情形），我们可按惯常做法，即按

!31 (
"（’，"）
!’3!"

[ ](
（ ’，"）.（4，5）

. 9)8
（ ’，"）" 10
’%4，"%5

!31 (
"（’，"）
!’3!"(

，

（4，5）"!0 （4H）

来理解 !3 1 (

!’3!"(
! 上式右端极限号下的微商，因只涉

及（’，"）" 10，故可类似于（4"）式那样来寻常地定
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义；而 ! ! "，#，$；" ! "，# % 总之，我们可按寻常规则

来相对于 # 和 $ 做微商运算，这也是迄今绝大多数

作者所采用的做法，本文亦采用它 %

& 结论和特例

为使行文简洁，先陈述本文的结论及一些特例，

结论的证明则在下节做 %
本文的结论如下：

#）若

%#（ $）! "， （#’(）
则当且仅当

%#（ $）&·#（ $）) %·#（ $）&#（ $）

! $
!
%#（ $）［%#（ $）&$（ $）* ’（ $）&#（ $）］（#’+）

和

%#（ $）’·（ $）) %·#（ $ [） ’（ $）* !$
(·（ $）
(（ $ ]）

! $
!
%#（ $ [） %#（ $）%$（ $）* ’$（ $）)!

$

,
(-（ $）
(（ $ ]）

（#’.）
被同时满足时，以（##）式描述的动边界广义含时谐

振子具有下列正交归一完备的演化态系列｛""（ #，

$）：" ! #，$⋯｝：

""（#，$）! $
(（ $" ） {/01 ) 2

!#
$ [
"

&$
#（ )）

,%#（ )）

)
"$#$ %#（ )）

($（ ) ]
）

3 }) {/01 ) 2
$%#（ $）

[ (· ’（ $）*!(
·
（ $）

$(（ $ )）
#$ * &#（ $） ] }#

·425 "!#
(（ $）% （#6）

$）若

%#（ $）! "， （#7(）
则当且仅当

’（ $）! ) !$
(·（ $）
(（ $） （#7+）

和

&#（ $）! " （#7.）
被同 时 满 足 时，有 正 交 归 一 完 备 的 演 化 态 系 列

｛""（#，$）：" ! #，$，⋯｝：

""（#，$）! $
(（ $" ） {/01 ) 2 [!

#$

($（ $）#
$

"
($（ )）%$（ )）3 )

* #
(（ $）#

$

"
(（ )）&$（ )）3 ] }) 425 "!#

(（ $）% （$"）

下面给出几个特例 %
# %恒质量情形，即

%#（ $）! ) !
$

$*，* ! .8549 %!" 8: ; < （$#）

的情形，但并不限定 * = "%
特例 # 当 %$ ! "，’ ! "，&# ! "，&$ ! "，从而 +,

! +,#（见（&）式）时，条件（#’+）和（#’.）化为（,）式，而

（#6）式化为（>）式 % 以上结果同于 ?8/4.@/: 和 A2./［$］

的结果 %
特例 $ 当 ’ ! "，&# ! " 和 &$ ! " 时，由条件

（#’+）和（#’.）得

%$（ $）! ) *
$

(-（ $）
(（ $）， （$$）

从而 +, ! +,$（见（7）式），此时（#6）式亦化为（>）式，

正如 B(C8D4C2 等［6，7］所得到的那样 %
特例 & 当 %$ ! "，&# ! " 和 &$ ! " 时，由（#’+）

和（#’.）式得到 A2..(92 方程

’·（ $）) $
!
’$（ $）*!(

-（ $）
$(（ $）! "， （$&）

它有特解

’（ $）! )!(
·
（ $）

$(（ $）% （$,）

与此相应，有

+, ! +,& $
-E $

$* * (·（ $）
$(（ $）（#-E * -E #）， （$>）

而（#6）式化为

""（#，$）! $
(（ $" ） [/01 ) 2!"$!$

$*#
$

"

3 )
($（ ) ]

）

·425 "!#
(（ $）% （$F）

顺便指出，+,& 是 +,$ 的含时幺正变换 % 事实上，令

+. ! [/01 ) 2*
$!

(·（ $）
(（ $）# ]$ ， （$’）

则有

+,& ! +. +,$
+. * ) 2!+."

+. *

"$
， （$6）

从而（$F）式中的""（#，$）是 +. 作用于（>）式的结果 %
方程（$&）式之通解为

’（ $）! /（ $）$)!(
·
（ $）

$(（ $）* ($（"）

($（ $）

[· /" ) $($（"）

!#
$

"

3 )
($（ ) ]

）

)#
，（$7）
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式中 !! 为任意实常数 " 因此与

"# # "#$ % !
$& ’

’% ( !（ &）
!

（’$& ( $& ’） （%!）

相对应，（)*）式化为

"(（’，&）# ’
)（ &" ） [+,- . /!(’!’

’%#
&

!

0 *
)’（ * ]

）

· {+,- /%
!

[’ !（ &）(!)
·
（ &）

’)（ & ]）
’ }’ 1/2 (!’

)（ &）"

（%)）

令 3 !! 3$4，则（’5），（%!）和（%)）式就分别化为

（’6），（’7）和（’8）式 "
’ " 变质量情形，即

+)（ &）# . !’

’%（ &），! 9 3 %（ &）3 9 4，（%’）

而 %（ &）可随 & 变化的情形 "
特例 6 当 +’ # !，, # !，-) # !，-’ # ! 时，条

件（):;）和（):<）化为

%（ &）# %（!）
)·（!）

)·（ &）
， （%%）

因此对应于

"# # "#6 !
)·（ &）

’%（!）)·（!）
$& ’， （%6）

（)*）式化为

"(（’，&）# ’
)（ &" ） [+,- . /!(’!’

’%（!）)·（!）

)（ &）. )（!）
)（!）)（ & ]）

· [+,- /%（!）)·（!）
’!)（ &） ’ ]’ 1/2 (!’

)（ &）， （%7）

此处 )
·’（ &）# 3 )

·
（ &）3 ’ "

特例 7 当 +’ # !，-) # ! 和 -’ # ! 时，条件

（):;）和（):<）化为

.% , (!)
·

’( )) ( % ,·. ’,’

! (!)
=

’( )) # !，（%8）

积分之，有

%（ &）# %（!） [+,- .#
&

!
｛［,·（ *）. ’,’（ *）>!

(!)=（ *）>’)（ *）］>［,（ *）

(!)
·
（ *）>’)（ *）］｝0 ]* " （%:）

因此，?@A/BCD2/@2 为

"# # "#7 !
$& ’

’%（ &）. ,（ &）
!

（’$& ( $& ’） （%*）

的系统，有演化态

"(（’，&）# ’
)（ &" ） [+,- . /!(’!’

’#
&

!

0 *
%（ *）)’（ * ]

）

· {+,- /%（ &）
!

[’ ,（ &）(!)
·
（ &）

’)（ & ]）
’ }’

·1/2 (!’
)（ &）， （%5）

其中 %（ &）和 ,（ &）满足关系（%:）式 "
% " 无穷大质量，即

+)（ &）# ! （6!）

的情形 " 对 +) 若采用（’)）或（%’）式的表述，则（6!）

式的确相当于 3 % 3 # 4的情形 "
这时，条件（)5;）和（)5<）已经非常具体，不再举

出特例 "
应当指出，除特例 ) 和 ’ 外，据我们所知，其他

特例尚未见报道 " 此外，我们还可举出许多新的特

例来 " 这说明，前述结果 )）与 ’）是有相当的普遍意

义的 "

6 结论的证明

将（))）和（)’）式代入（)）式，经过运算后，可直

接得到上节的充要条件（):）和（)5）式，并得到 /( ，

0( 和 1( ，从而（)*）和（’!）式 "
本节采用稍微不同的做法，即先把问题变换成

固定边界问题，求解后再变换回来 " 这样做，相对于

将（))）和（)’）代入（)）式的直接证法，不会增加太多

的工作量，却便于加深对第 ’ 节中的论述的理解（详

见第 7 节）" 为此引入新的空间坐标［)*］

# # ’
)（ &）， （6)）

由此可见#是无量纲变量，并在固定区间［!，)］中取

值 " 此外，为使内积不变，做如下的波函数变换：

$（#，&）# ")"（’，&）# ")"（)#，&），（6’）

的确，若$2（#，&）#")"2（’，&），2 # )，’，便有

〈$)（ &）3$’（ &）〉##〈")（ &）3"’（ &）〉’ ， （6%）

此处

〈$)（ &）3$’（ &）〉###
&

!
$%)（#，&）$’（#，&）0#，

〈")（ &）3"’（ &）〉’##
)

!"
%
)（’，&）"’（’，&）0’ "（66）

因此，当由（ ’，&）表象变换到（#，&）表象时，须做如

下变换：

’ $ )#， "
"’ $

)
)
"
"#

， （67）
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!
!! !

!
!! ! "·

" !
!
!!

"( )#
$

% !!! ! "·

$" !
!
!!

" !!!
( )! & （’(）

（’(）式与文献［#)］中的相应变换式略有差异，其原

因在于本文是以"（!，!）% "（ !" ）#（ "!，!）（而不是

以#（"!，!））来代替#（#，!）&
这样，方程（#）与（$）就分别变成

*$!"
（!，!）
!! % $%"（!，!），!#［+，#］，（’,）

"（+，!）%"（#，!）% +& （’)）

此处 $% 是（##）式 -./*0123*.3 的（!，!）表象：

$% %%#
!$

!!
$ " *（$&! "’#）!

!!
"%$!

$ "’$! " *&，

（’4）

而%& ，&和’&（ & % #，$）均为 ! 的实函数：

%# %
’#

"$ ，%$ % "$ ’$， ’# %
(#

" ，

’$ % "($，& % ) "$"·

$" & （5+）

相应地，（#$）式的（!，!）表象为

"*（!，!）% "$6
*（+*!

$ " ,*!" -* ）7*3（*"!）， （5#）

其中

+* % "$ .* ， ,* % "/* ， -* % 0* （5$）

也都是 ! 的实函数 &
将（’4）和（5#）式代入方程（’,）（注意方程（’)）

被自动满足），得到

+ %［$1-* ! *$"$%# ! ,*（ ,*%# "’#）" *（$+*%#

"&）］7*3（*"!）" **"（$,*%# "’#）827（*"!）

" *$*"（$+*%# "&）!827（*"!）"（$1+* ! ’+$
*%#

! ’+*& "%$）!
$ 7*3（*"!）"（$1,* ! ’+*,*%#

! $+*’# ! $,*& "’$）!7*3（*"!）& （59）

因为｛7*3（*"!），!7*3（ *"!），!
$ 7*3（ *"!），827（ *"!），

!827（*"!）｝是一个线性无关的函数组，于是知方程

（59）有解（从而方程（’,）和（’)）具有形如（5#）式的

“指数: 正弦型”的解）的充要条件为（59）式中各项系

数均等于 +，即

$+*%# "& % +，

$,*%# "’# % +，

$1+* ! ’+$
*%# ! ’+*& "%$ % +， （5’）

$1,* ! ’+*,*%# ! $+*’# ! $,*& "’$ % +，

$1-* ! *$($%# ! ,*（,*%# "’#）" *（$+*%# "&）% +&

上述结果可以分两种情况来具体化：

* & 当

%# $ + （55.）
时，有

+* % ! &$%#
， ,* % ! ’#

$%#
，

-* % #
$%

!

+
*$"$%#（ 2）! ’

$
#（ 2）

’%#（ 2[ ]）
; 2， （5(）

以及

%#
1’# ! 1%#’# % $

$%#（%#’$ "&’#）， （55<）

%#&
·
! 1%#& % $

$%#（%#%$ "&
$）& （558）

** & 当

%# % + （5,.）
时，有

+* % ! #
$%

!

+
%$（ 2）; 2， ,* % ! #

$%
!

+
’$（ 2）; 2，

-* % +， （5)）

以及

& % +， （5,<）

’# % + & （5,8）
注意在 * 和 ** 中，+* 和 ,*（从而（#$）式中的 .* 和

/*）均与脚标 * 无关 & 另外，（5)）式中的 -* % + 也可

写为 -* % 82371 &，但不失一般性可置此常数为 + &
据（’#）和（5+）—（5$）式将上述结果变回（ #，!）

表象，则（55.—8）式分别化成（#,.—8）式，（5(）式化

成（#)）式，（5,.—8）式分别化成（#4.—8）式，而（5)）

化成（$+）式 &
上节的结论 #）与 $）证完 &

5 总结和讨论

本文研究了局限于动壁区间［+，"（ !）］中的一

维广义含时谐振子系统，其 -./*0123*.3 由（##）式描

述 & 我们求出了具有（#$）式形式的“指数: 正弦型”

演化态的充要条件，即（#,.）—（#,8）式和（#4.）—

（#48）式，以及相应的精确演化态的正交归一完备集

合，即（#)）和（$+）式 & 此完备性表示演化态已被求

尽，因为其他演化态可用此集合中的元来做常系数

展开 &
在得出上述结论之先，我们还给出了关于对时:

空坐标的微商的正确理解，指出它们具有寻常的含

义，文献［#(］的观点是错误的 & 其实文献［#(］关于
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!
!!的代换（见（!"）式）与文献［!#］变换到固定边界时

的代换（（$%）式）相似，但后者的空间坐标是约化变

量!，且等式右端第二项前的符号为负 &
为更 好 地 看 清 此 点，我 们 采 用 含 时 正 则 变

换［%，!’］来代替上节的（"，!）!（!，!）变换［!#］& 为此定

义幺正算符

#( ) *+, - ./$0"
（"%( 1 %([ ]"

) $（ !" ）*+,（./$）" !
![ ]" & （"’）

易见有

#( "#( 1 ) $"，#( %(#( 1 ) !
$ %
(（ & & ’ &，#( !

!"#
( 1 ) !

$
!
!"），

（%2）

#( !
!!#
( 1 ) !!! 3 - $·

0"$
（"%( 1 %( "）

) !!! 3
$·

0$ " !
!" 1 " !

!( )" ， （%!）

#(#（"，!）) "$#（$"，!）& （%0）

由（%2）和（%0）式可见，正则变换后的 "（等式右端

的）在区间［2，!］中取值，与上节的!有相同意义 &

（%!）式表明：!
!!被正则变换后，除等式右端第二项

前的符号不同外，与文献［!%］的

"

! 几乎相同 & 文献

［!%］中的错误是否出于其作者对文献［!#］的误解

呢？

顺便 指 出，若 将（%0）式 中 的 #(#（"，!）写 成

$（"，!）：

$（"，!）) #(#（"，!）) $（ !" ）#（$（ !）"，!），

（%4）

并以 #(作用于含时 56789:-/;*8 方程（!）之两端，则有

-"!$
（"，!）
!! ) ()$（"，!）， （%$）

相应的边条件为

$（2，!）)$（!，!）) 2& （%"）

此处

() ) #( (*#( 1 3 -"#(!
#( 1

!! & （%%）

以（!!）式的广义含时谐振子的 <=>-.?@/-=/ 代入上

式，得

() )%!
!0

!"0 1 -（0&" 1’!）!
!" 1%0 "0 1’0 " 1 -&&

（%A）

前面已经说过，这里的 " 与上节的!有同样的意义，

故（%4），（%$），（%"）和（%A）式分别与（$0），（$A），（$#）

和（$’）式相同 &
虽然我们所求得的精确演化态尚非一维动边界

广义含时谐振子的普遍解，但从所举特例可以看到，

我们的结果仍有一定的普遍性，它不但几乎包含了

文献［0，"，’，!2］等所给出的结果，还涵盖了许多新

的情况 &
我们所研究的动壁系统仅是一维的，而且只有

一个壁可以变动 & 其他动壁系统，如粒子在半无限

区间［$（ !），B］中运动的一维系统［!$，!"］，双动壁一

维系统（ "#［ $!（ !），$0（ !）］），以及三维动壁系统

（例如文献［02］所涉及的），也是值得研究的；尤其后

者，当更具实际意义 &

梁九卿和阎凤利二教授与作者们进行过有益的讨论，谨
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