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从可积系统求迹公式出发，运用 )*+,-.*+/01*2234*+/5.22.1（)05）量子化条件，导出了二维无关联振子系统周期轨
道作用量量子化条件，由此发现了量子能级与周期轨道之间的对应关系 6这种对应关系表明，如果两条能级对应的
周期轨道的拓扑相同，这两条能级对回归函数的贡献相干 6回归谱中的一个峰是量子能谱中一组与具有相同拓扑
的周期轨道相对应的能级之间相干的结果，这一组能级间存在着长程关联 6
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" 引 言

近年来人们广泛应用量子能谱 :341*.1 变换后
得到的回归谱研究量子经典对应 6回归谱在周期轨
道对应的作用量处呈现峰，一方面，在半经典的周期

轨道理论框架下［"，!］，每一个峰的出现都可以用周期

轨道来解释；另一方面，量子理论指出，每一个峰都

是无数量子能级相干的结果，无数能级相干成峰显

示量子能谱中存在着长程关联 6量子和半经典理论
的不同解释显示了量子能级间存在的长程关联与周

期轨道的拓扑性质紧密相关［$］6最近，;<*+ 等人发
展的“谐波反演技术”克服了传统 :341*.1变换的不
确定性，在提供了轨道分叉，“鬼轨道”等信息的同

时，为分析能级长程关联提供了高分辨度的回归

谱［’，&］6这种新方法被用来研究一些混沌和混杂系
统，尤其是外场中的氢原子系统［8，#］6半经典理论与
实验结果较好的符合显示了周期轨道理论的有效

性，但是，具有长程关联的能级及与之相对应的周期

轨道之间存在着什么样的内在关联，仍然不清楚 6
这是一个值得探讨的问题 6
我们从可积系统的 0.11=/><?31公式出发，考虑

周期轨道的周期性条件，给出了二维无关联振子系

统周期轨道作用量量子化条件，讨论了量子能级与

周期轨道之间的对应关系，并用这种对应关系和数

值方法分析了二维谐振子系统量子能级间的长程

关联 6

! 回归函数与回归谱

"@(8年，A*+-B.+［$］对量子态密度进行 :341*.1变
换得到了回归函数，相应的谱称为回归谱 6用公式表
示为

!（"，#）C"
D

%
E $ $ F"G! .F *"$!（ $，#）， （"）

其中 !（"，#）是量子回归函数，!（ $，#）C #
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F #%（ $））是量子态密度，"是作用量，$ C "G#6 加进

一个 $ F"G! 因子是为了使回归函数形式更紧凑 6如果
将量子态密度换成半经典态密度，所得到的回归函

数就是半经典回归函数 6 ;<*+ 应用“谐波反演技
术”，对磁场中的氢原子系统进行了研究，得到了高

分辨度回归谱［(］6图 "是 ;<*+给出的回归谱图 6
图 "中的峰大致出现在周期轨道所对应的作用

量处 6因为系统在周期轨道上的运动经过整数个周
期后又回到其起始点，所以图 "被称作回归谱，（"）
式被称作回归函数 6
为了讨论回归谱中的峰与周期轨道的关系，本

文选用二维无关联振子系统［@］6二维无关联振子系
统的 H<I*2-3+*<+为
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图 ! 磁场中氢原子态密度的回归谱（光滑线由传统 "#$%&’%变

换给出，竖实线由谐波反演技术给出，点线（几乎被竖实线所

覆盖）由半径典周期轨道理论给出）

其中，!!和 !(，"!和 "(分别是每一维上的动量和坐
标，#，$ 是两个常数，它们的选取与系统的对称性
有关 )运用系统具有的标度不变性［!*］，对态密度进
行 "#$%&’%变换，得到系统的量子回归函数，
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（2）式表明每一条量子能级对回归函数都有贡献 )其

强 度 是 ! - (
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) 回归谱中每一个峰的出现都是许多
能级贡献相干的结果，能谱中的长程关联，可能与每

一条能级对回归函数贡献项的相位项紧密相关 )另
一方面，回归谱中的峰出现在周期轨道对应的作用

量处，这可能意味着能级间的长程关联与量子经典

对应关系相联系 )

2 量子经典对应

本节从可积系统的 3’%%45678#%公式出发，分析
二维无关联振子系统中量子能级和经典周期轨道之

间的对应关系 )
(*世纪 9*年代，在 :$;<=&>>’%［!］工作的基础上，

3’%%4，678#%等人导出了可积系统的求迹公式［(］
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（0）式给出了有理环面 *（*!，*(）上的一条周期轨

道对半经典态密度的贡献"
&)
*，其中 +*，&*，$* 分别

是这条周期轨道的周期，作用量，B7A>#C指数 )拓扑
指数 *（*!，*(）

表示系统沿周期轨道运动一周，系统

在每一个不等价拓扑圆上分别运动了 *!，*(周 ) ,?’
是能量面上的曲率 )对于二维四次振子系统，我们
用数值方法验证了（0）式的有效性［!*，!!］)
考虑到粒子在一条周期轨道上可以运动 (（ (

+ !，(，⋯）个周期而不止一个周期，这条周期轨道对
态密度的总贡献为各个周期贡献的和，因此
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（1）式表明"
&)
*（’）的奇点是

&* +（. -$* /0）/，（. 取整数）， （H）
对应一个无穷大的半经典态密度，即对应一个可能

的量子态 )考虑周期轨道满足的周期性条件 *! +!

+ *( +(（+!，+( 分别为!次振子在每一个不等价拓
扑圆上运动的周期），运用 I3J量子化条件，由（H）
式得到一个作用量量子化条件［!(］，
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周期性条件 *! +! + *( +( 给出
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其中 ’!，’( 分别为每一维上的能量 )如果 ’!，’( 取

量子能级在每一维上的分量，在（K）式中，如果
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(
!取实数，总可以找到一组（*!，*(）满足

（K）式 )也就是说，对于任意一条能级，总可以找到一
条周期轨道与它相对应 )对于任意一组（*!，*(），

总可以找到多组 ’!，’( 近似满足（L）式 )换言之，对
于任意一条周期轨道，总可以找到多条能级与之相

对应 )

(HH! 物 理 学 报 1*卷



! 长程关联的理论解释

利用上节介绍的量子经典对应关系来解释二维

无关联振子系统量子能谱中的长程关联 "（#）式表
明，每一条能级对回归函数有一个贡献，贡献项的相

位是 $% &!
"#( )"
（!’ (）)(!

"
对于二维无关联振子系统这样的齐次系统，系

统的标度不变性［*#］使得某一有理环面 $ 上的周期
轨道的作用量与系统能量具有简单的正比关系：
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假设能级 "%，"& 对应轨道拓扑都是 $（$*，$(），

（#）式中的 ! 取周期轨道的作用量 !$（"）时，应用

（*+）式和（,）式，得到 "% 贡献的相位
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两相位相差是 (!［$*（’* % #*）’ $(（’( % #(）］""取

"- *，注意到 $*，$(，’*，’(，#*，#( 都是整数，这两

条能级对回归函数贡献的相位差大致是 ( (!（ (#
)）"前面提到过，对于某一拓扑 $（$*，$(），总能找

到数条能级与之关联，这些能级对回归函数的贡献

相干，使得在回归谱上出现一个峰 "

. 两个例子

以二维无关联四次振子为例，来验证我们对能

级间长程关联的理论解释 "图 (给出了二维无关联
四次振子的回归谱 "
对于二维无关联四次振子，!- !，（(），（#），（/）

式分别变为
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图 ( 二维无关联四次振子回归谱
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假设能级 "%，"& 是对应周期轨道拓扑相等的两条

能级，（**）式，（*(）式给出这两条能级对回归函数贡
献的相位差为 (!［$*（’* % #*）’ $(（’( % #(）］"，也
就是说，如果一组能级对应的周期轨道具有相同拓

扑，这组能级对回归函数贡献相干 "而我们前面分析
过，二维!次振子系统中，存在着与任意一条周期
轨道相对应的一组能级，这一组能级相干使得回归

谱中出现峰 "即对应周期轨道拓扑相同的那些能级
间存在着长程关联 "
对于谐振子，!- ("众所周知，谐振子是一个严

格可解的系统 "图 #给出了二维谐振子的回归谱 "

图 # 二维谐振子的回归谱
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（!），（"），（#）式分别变为
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与!"!的情形不同的是，谐振子系统中，除了中心
轨道（只在某一维上有运动的轨道）外，所有轨道对

应的拓扑相同 .这一系统中任意两条能级 (+，(, 对

回归函数贡献的相位差为 !!［*%（ -% ( )%）& *!（ -!
( )!）］"，也就是说，如果一组能级对应的周期轨道
具有相同拓扑，这组能级对回归函数贡献相干 .回归
谱中的每一个峰都是所有二维轨道对应的能级相干

的结果 .

/ 结 论

从可积系统的 0,112345’61公式出发，运用 708
量子化条件，导出了二维无关联振子系统周期轨道

量子化条件，找到了这个系统的量子经典对应信息 .
对于能级与周期轨道之间的对应，虽然给出的只是

一个近似公式，但这并不影响用这一对应关系来分

析二维无关联振子系统量子能谱中的长程关联所反

应的量子经典相关信息 .分析表明，存在着长程关联
的能级对应的周期轨道具有相同的拓扑，这一组能

级对回归函数贡献相干，使得回归谱中出现峰 .
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