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建立变质量完整系统的 ()**+!,--.//方程，给出该方程在无限小群变换下形式不变性的定义和判据，并在确定
的条件下由不变性引导出守恒量 0举例说明结果的应用 0
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" 引 言

"211年，由 ()**+首先建立了确定力学系统运
动的新方法［"］，这个方法在 "211年又被法国著名数
学家 ,--.//独立地作了发展，后人称为 ()**+!,--.//
方法，简称 (!,方程［&］0现已发展成为 ,--.//方程体
系［%］，它在分析力学中占有非常重要的位置 0但迄今
对 (!,方程的解法研究成果甚少［3］0本文探讨在无
限小群变换下，变质量完整系统 (!,方程的形式不
变性 0首先，我们建立 (!,方程，给出它在无限小群
变换下形式不变性的定义和判据；其次，将 (!, 方
程转换成 4567586.方程；最后，将 (!,方程的形式不
变性与 9:.;<.7对称性相比较以便引导出 (!,方程
的守恒量，并举例说明结果的应用 0

& 变质量完整系统的 (!,方程

假设变质量完整系统的位形由 ! 个广义坐标
""，"&，⋯，"! 确定 0运动加速度能量为
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变质量完整系统的 ,--.//方程为
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引入 (!,函数为
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于是，方程（3）可写为
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（A）式就是 (!,方程 0

% (!,方程的形式不变性

引入无限小群变换

%! = % ?"#$（"，%），

"!’（ %!）= "’（ %）?"#’（"，%）， （’）
其中"是无限小参数，#$，#’ 是无限小群变换的生

成元 0于是，有
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定义 在无限小群变换（’）下，若 (!,方程（A）

的形式保持不变，则此不变性称为该方程的形式不

变性 0
根据定义，(!,方程的形式不变性可表为
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于是有下面的判据 ’
判据 对于已知的函数 ! 和广义反推力##，如

果无限小群变换（+）的生成元$*，$# 满足下述条件：
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其中#表示把质量当作常数时的偏导数记号，则 /0
1方程是形式不变量 ’
证明 我们有
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2 /01方程的 3-45-647显式
为了 /01方程的形式不变性与 897:;75对称性

相比较，必须把 /01方程转换为 3-45-647方程 ’
对已知的函数 ! 和!#，有
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其中 + # +（ "，"·，’）是 3-45-647函数 ’系统（&=）自伴
随的必充条件是系数 !#*，,# 满足下面的全部条

件［>］：
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在这些条件下，可由 3-45-647方程表示 /01方

程 ’ 3-45-647函数 + 的最一般的结构形式是
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其中 % $ %个函数 (，.*，/ 是偏微分方程一般地超
定系统的线性解 ’
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这样，（&?），（&+）和（&@）式给出构造 3-45-647函数的
方法，并由这些方程得到［>］
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对于已知的 ,，-% 和"%，有
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其中 . 是系统的动能 ,由上式可求出函数 . ,

- ./0 方程的形式不变性和 1234536
对称性

由 78968:93函数 1、广义力 -% 和广义反推力 2%

所描述的系统，有
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于是，1234536 定理指出，如果变换（=）中的生成元

##，#% 和规范函数 8& ! 8&（ "，#）满足 1234536 恒
等式
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那么，变质量系统具有下面的守恒量［>］
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于是，有

定理 对于无限小生成元##，#%，在变质量完

整系统的 ./0方程形式不变性的情况下，如果存在
规范函数 8& ! 8&（ "，#）满足恒等式（’-），那么，由
形式不变性引导出守恒量（’>）式 ,

> 举 例

一变质量质点，其质量为 6（ "）! " , ./0函数为

’ ! "
’ 6（ "）#* ’ + #* #·， （’=）

微粒分离的绝对速度为零，即

$; ! ) 7·) ! ) #%&，
试研究系统的形式不变性和守恒量 ,
首先，我们研究 ./0方程的形式不变性 ,

广义反推力
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方程组（;#）有解
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其次，将 ./0方程转换成 78968:93方程 ,由（’=）式，
有
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’ 6#* ’，- ! ) #·， （;’）

由（’;）式，得
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最后，我们通过生成元（;"8）和（;"B）检验 ./0方程
的形式不变性是不是满足 1234536对称性 ,
由（’<）式，得
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将（;;）代入（’-）式，并注意（;’）和（;<）式，有
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再将（;"8）代入（;-）式，得

) 98& ! ) #·，即 8& ! # , （;>）
由（;"B）不可能找到规范函数 8& ,因此，生成元
（;"8）对应 1234536对称性 ,于是，由（’>）式求得系统
的守恒量为
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另外，系统的运动方程可写为
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但方程（)0）不满足自伴随条件（12）(
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现将（)3）式改写成等价形式：
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它满足自伴随条件（12）(于是，函数 & 和反推力!
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现将（)*）式对时间 $ 求导数，其中质量看作常数时，
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再将（)15）式代入上式，有
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因此，方程（)0）的形式不变性是 9$4’:4;对称性，对
应的守恒量为
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