
!"#$方程的微扰理论!

刘天贵 颜家壬! 潘留仙
（湖南师范大学物理系，长沙 "#$$%#）

（&$$#年 #月 ’日收到；&$$#年 "月 "日收到修改稿）

在一阶近似下，获得了微扰对 ()*+（(,-. )./.01.02 *,0345678+90195）方程的静态孤子解的影响，即求得了孤子
参数随时间慢变量的变化情况和一阶修正的一般表达式，以及一个特例的具体表式 :
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# 引 言

众所周知，标准的非线性演化方程的稳态孤子

解和静态孤子解在物理学的许多领域（如浅水中的

表面波，光纤中的光的传输，超导 EFG./CGF0结，结构
相变，液晶等）起着重要的作用，但人们在研究一些

具体问题时所提出的方程与标准的非线性演化方程

存在一些细微的差异，称之为微扰，而含微扰的孤子

方程要严格求解一般是不可能的，孤子微扰理论就

应运而生了 :以稳态孤子解为出发点的孤子微扰理
论（如基于逆散射变换（HI(）的微扰理论，基于直接
法的微扰理论等等）已日益得到重视［#—’］，而以静态

孤子解为出发点的孤子微扰理论则很少见 :本文将
孤子微扰理论直接法［<，’］由以稳态孤子解为出发点

延拓到以静态孤子解为出发点，就 ()*+（(,-. ).8
/.01.02 *,0345678+90195）方程以静态孤子解为出发
点进行其一般的孤子微扰理论的研究 : ()*+ 方程
是一个重要的非线性演化方程，在许多物理领域中

有着重要的作用，如在一维没有热噪声的系统中，通

过快速压缩，系统从高温无序态到临界温度以下的

某态，在此压缩过程中相位有序化的动力学特征的

描述［%，;］:在文献［;］中，作者就很具体的物理过程采
用线性微扰分析的方法对 ()*+方程的孤子微扰理
论做了研究，而关于此方程的一般孤子微扰理论一

直未被全面报道过 :

& 理 论

标准的 ()*+方程为
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方程（#）有静态孤子解：
! J 290C（# L #$）， （&）

微扰的 ()*+方程
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其中!（$ M!"#）表征微扰强弱的参量，$［ !］通常
为 !，!#，!##，⋯的函数 :
引进多重尺度时间变量 "% J!%"，% J #，&，⋯，则

对 " 的微商需要用下列级数来表示：

!" #!" K!!"# K ⋯ （"）
同时将 ! 和 $［ !］作渐近展开：

! J !（$） K!!（#） K ⋯ （<）
$［ !］J $［ !（$）］K!$（#）［ !（$），!（#）］K ⋯ （N）

将（"）—（N）式代入方程（=），在一阶近似下，得

!（$）" J #
& !（$）## K !（$） L（ !（$））=， （’）

!（#）" J #
& !（#）!! K !（#） L =（ !（$））& !（#） K $［ !（$）］L !（$）"# :

（%）
零阶近似方程（’）有如同（&）式的静态孤子解：

!（$） J 290C &，& J # L #$ : （;）
因为这里要研究的是微扰对方程（#）静态单孤子解
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的影响，且微扰是在初始时刻引进的，所以方程（!）
满足的初条件变为

!（"）（ "，"）# $%&’ "，!（(）（ "，"）# "，
#" 为孤子参数（描述孤子的位置），由于微扰的影

响，#" 将依赖慢时间变量 $( 的变化而变化，与 $ 无
关 )

!（"）$( # * #" $(
+,-’. "， （("）

引进 " 作为新的空间坐标，!# #!"，!$ #!$，则方程
（/）变为

!（(）$ # (
.
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其中

%& # 1.

1 ". 0 2+,-’. " * 3，

’（ "，$）# (［ !（"）］* !（"）$( ) （(.）

对（((）式作拉氏变换，得

)!! # (
.

%&!! 0"’（ "，)）， （(!）

!!（ "，)）和"’（ "，)）分别为 !（(）（ "，$）与 ’（ "，$）的像 )
为了应用本征函数展开法求解方程（(!），我们

必须求解本征值问题：%&! #"!，由文献［4］的方法可
求得 %& 的正交完备的本征函数系｛#｝如下 )
连续谱：

!（ "，*）# ,5*"

."（*3 0 4*. 0 3# ）
（*. 0 (

0 !5* $%&’ " * !$%&’. "），

" # *（*. 0 3），（* 6 7 * 7 6）)
分立谱：

!"（ "）##!. +,-’. "，"" # "，

!(（ "）##2. +,-’ " $%&’ "，"( # * ! ) （(3）

将!!（ "，)）以｛#｝为基，展开

!!（ "，)）#$
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0"$(（)）!(（ "）， （(4）
将（(4）式代入方程（(!），利用｛#｝的正交关系得
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将（(2）式代入（(4）式得
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对（(:）式作逆拉氏变换得
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式中 +（&）是一阶跃函数

+（&）#
( & ; "
" & 7{ "
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特例，如果在随孤子运动的坐标系中微扰是不含时

微扰，即 ’（ "，$）# ’（ "），那么（(/）式可变为
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显然（’&）式右边第二项随着时间的增大而增大为久
期项，消除（’&）式中的久期项条件为

!
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由（’)）式可得孤子参数随时间慢变量 !) 的变化：
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在条件（’)）式下，一阶修正的一般表达式可得到
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( 举例

含有压缩杂质的非守恒 2345 系统中的微扰，

此时 %［ &］- #"（$）& ,
!&
!! - )

’
!’ &
!$’ ! & # &( ##"（$）&， （’.）

%［ &（&）］- #"（$）&（&） - #"（$）6781 " , （’9）
由（’’）和（’(）式很容易获的孤子参数 $& 随时间慢
变量 !) 的变化情况和一阶修正 &（)）（ "，!）的具体表
达式
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（’:）
我们的计算过程中没有进行任何近似，文献［;］

中的 $& !)和我们的结论相同，而其中的 &（)）（ "，!）是

进行了近似的结果 ,

［)］ 57<= 4 5 )>;& )*+,+-! ./ 0.*1!.- 23+.45（?@A*B，C*D EFGH）

II’9> # ’J;
［’］ K*G<78 L 5 )>>& 6 , 735& ,!"# ’(’J
［(］ 278M E 78$ E78 N K ’&&& 831- , 735& ,$ 9:9
［.］ O**8*G P Q 78$ ?0A7RM1A@8 3 ? )>JJ 735& , %+9 ,!%& JJJ
［9］ E78 P L 78$ 278M E )>>: 735& , %+9 ,’() :;);

［:］ E78 P L，278M E 78$ S1FR 4 K )>>> 8.,,:- , 23+.4 , 735& , #"

(J9
［J］ S17F E T 78$ E78 P L )>>> ;<!= 735& , 01- ,)* )>J:（@8 U1@8*/*）

［赵永明、颜家壬 )>>> 物理学报 )* )>J:］

［;］ O7D7/7H@ O 78$ V167 2 )>;’ 735&1<= %%&! 9J(
［>］ WD7@ 2 )>>9 6 , 735& , 0.< , 6>- , &) ’;’;
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