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从与时间相关的矢量辐射传输方程推导一阶 )*+,,+- 矩阵解，用来模拟 ./*00 型平面脉冲波入射下，一层随机、

非均匀取向非球形粒子的全极化双站散射 1数值计算了同极化和去极化脉冲响应，与入射脉冲进行了比较，说明了

随机介质的物理参数，如粒子的取向和占空比、入射角、极化以及层厚等对脉冲响应的影响 1
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& 引 言

随着 678（合成孔径雷达）观测技术和其他高技

术的发展，对随机非球形粒子的全极化散射的研究

已日显重要［&，"］1 9:; 等人［%，$］发展了 )*+,,+- 矩阵解，

用于研究任一极化平面波入射时，随机非球形粒子

的同极化和去极化后向散射 1然而，当入射波是平面

脉冲波时，波的散射和辐射传输由时间相关的矢量

辐射传输（<8=）方程描述 1 这提出了随机非球形粒

子对平面脉冲波的全极化散射响应的 )*+,,+- 矩阵

解的问题 1关于随机介质对脉冲波的响应问题，也已

有了不少研究 1例如，利用双频互相干函数，4>;? 和

@0A:B/-*［5，’］，C:* 和 D+A［(］，@E>［3］等人研究了随机介质

中标量脉冲波的传输问题；F?*GA: 和 @E>［2］则得到了

一圆极化平面脉冲波正入射到半空间球形雨滴上

时，双频矢量辐射传输方程的数值解；HA:EB/; 和

6GAI+-:;?等人［&#］则讨论了脉冲波在强前向散射随

机介质中的传播 1
本文从时间相关的 <8= 方程出发，采用 J>*-:+-

变换和迭代法，得到了粒子的散射以及粒子和下垫

面相互作用的全极化响应的一阶 )*+,,+- 矩阵解 1数
值计算了同极化和去极化脉冲响应，并与入射脉冲

进行了比较 1对随机介质的各种物理参数，例如粒子

的取向和占空比、入射角、极化、层厚等对脉冲回波

的影响作了讨论 1

" 时间相关的 <8= 方程

考虑一任意极化的平面脉冲波入射到有下垫面

的一层随机非球形粒子上，下垫面法线方向为正 !
轴方向，入射矢量与负 ! 轴的夹角为!#，即写入射角

为（!K!#，"#）1 非球形粒子的空间取向由 L*,+- 角

（#，$，%）的概率密度函数来描述 1将散射粒子层中

传输的波分为上行波和下行波，其分别满足的时间

相关的 <8= 方程可写为［%］（#"!M&N"）
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其中’’+ 为 $ R $ 维的消光矩阵，%# 为自由空间的光

速，多次散射函数写为
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!!（!，"，"，#）

!"
!"#

$
%!&"
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$
%"& ’()!&［#$（!，"；!&，"&）

·$%（!&，"&，"，#）*#$（!，"；!+!&，"&）

·$%（!+!&，"&，"，#）］， （#）

%&（!，"，"，#）与!!（!，"，"，#）相同，但将所有的!均

用!+!替换 ,#$ 为相矩阵，（!&，"&）和（!，"）分别为

入射和散射的方向角 ,
边界条件可写为

$%（!+!，"，" ! $，#）
!$%$（ #）#（-.’! + -.’!$）·#（" +"$），（/0）
$%（!，"，" ! + ’，#）
!#(（!）$%（!+!，"，" ! + ’，#），

（/1）

其中$%$（ #）为入射的 23.45’ 矢量，#(（!）为下垫面的

反射率矩阵 ,

/ 6.78(58 变换与迭代法

采用 6.78(58 变换
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#!"

:

+:
$%（!，"，"，$）5;$ # %$，

（<0）

$%（% +!，"，"，#）! 9
#!"

:

+:
$%（!+!，"，"，$）5;$# %$,

（<1）

这样，=>? 方程（90，1）变换成
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其中 )
——

为 < A < 维单位矩阵，方程（#）变换为
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——
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边界条件（/0，1）变换为

$%（!+!，"，" ! $，$）

!$%$（$）#（-.’! + -.’!$）#（" +"$）， （C0）
$%（!，"，" ! + ’，$）

! (
——
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假设矩阵［&
——

5（!+!，"）* ;$)
—— " *$］的特征值为

’+（!+!，"），+ ! 9，#，/，<，相应的特征矢量矩阵为

,
——
（!+!，"）,方程（@1）在边界条件（C0）下的形式解

可获得为［/］

$%（!+!，"，"，$）

! ,
——
（!+!，"）-

——
［’（!+!，"）"’5-!］

·,
——+9（!+!，"）·$%$（$）

·#（-.’! + -.’!$）#（" +"$）

* ’5-!,
——
（!+!，"）"

$

"
-
——
［’（!+!，"）

·（ " + "&）’5-!］,
——+9（!+!，"）

·%&（!，"，"&，$）% "& ， （D0）

其中 -
——
［’（!+!，"）"’5-!］为 < A < 维对角矩阵，其

第 ++ 个元素为 5EF［’+（%+!，"）"’5-!］,
同样，可得方程（@0）在边界条件（C1）下的形式

解为
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已知&
——

5 的特征值为(+（ + ! 9，#，/，<），相应的特

征矢量矩阵为 ,
——［/］, 容易证得［&

——
5 * ;$)

—— " *$ ］的特征
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值!! !"! " ##$ "%，相应的特征矢量矩阵与$
——

& 的

相同 ’
应用迭代法求解积分方程（()，*）’ 将方程（()，

*）右边的第一项作为零阶解，此即相干波的 +,-.&/
矢量，代入方程（()，*）中的!#，"$，得到一阶解
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对方程（9）作 :-;<=&< 逆变换，得到
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注意到方程（0%）右边的四项分别对应四种散射

过程：0）粒子的体散射，7）下垫面的反射再到粒子的

散射，>）粒子的散射再到下垫面的反射，?）下垫面的

反射到粒子的散射，再由下垫面的反射 ’
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! "#$%% 型脉冲波入射下的 &$’((’) 矩

阵解

假设入射波为任一极化（!，"）的 "#$%% 型平面

脉冲波

!!*（ "）+ !*（ "）!!#*（!，"）， （,,）

其中

!*（ "）+ ,
-!" #

’./ 0 "-

-#( )- 1 （,-）

这里#+ $2 "3 -(4-，-$2 为半功率脉冲宽度，!!#*（!，

"）为归一化的入射辐射强度，

!!#* +［（, 0 56%-!56%-"）7-，（, 8 56%-!56%-"）7-，

0 56%-!%94-"，%94-!］:， （,;）

其中!#［ 0 !<=，!<=］和"#［*=，,>*=］分别为入射极

化的椭圆角和方位角 1当! + *=，" + *=或 ,>*=时，有

!!#* +［* , * *］:，入射波为水平极化波；当! + *=，"
+ ?*=时，!!#* +［, * * *］: 为垂直极化波；当! + @ !<=
时，!!#* +［*A< *A< * @ ,］: 为圆极化波；其他情况为

椭圆极化 1
将方程（,,—,;）代入（,*）式，利用积分式［,,］

$B%’./（0 &%- 0 -’% 0 (）

+ ,
-
!"& ’./ ’- 0 &(( )& ’)C "&% 8 ’

"( )& 8 564%D 1 （,!）

得到一阶 &$’((’) 矩阵解

!! %（$，%，) + *，"）

+ *
——
（$，%；!0$*，%*；"）!!#*（!，"）， （,<）

其中 *
——
（$，%；!0$*，%*；"）为时间相关的 &$’((’) 矩

阵，我们推导得其各元素表达式为

*+,（$，%；!0$*，%*；"）

+ %’5$%
-，#

./-（$，%）

·｛.
——0,（$，%）0

——
（$，%；!0$*，%*）

·.
——
（& 0$*，%*）｝-#

,
-1,

｛’./（-#- 2-
, 71-

, 0 3,）

·［’)C（"-#2, 71,）0 ’)C（"-#2, 71,

0 1, 4 "3 -#）］｝-#｛.
——0,（& 0$*，%*）｝#,

8 %’5$%
-，#

./-（$，%）｛.
——0,（$，%）0

——
（$，%；$*，%*）

·.
——
（$*，%*）｝-#

,
- E 1- E

·｛’./（-#- 2-
- 71-

- 0 3-）［’)C（"-#2- 7 E 1- E）

0 ’)C（"-#2- 7 E 1- E 0 E 1- E 4 "7 -#）］｝-#

·｛.
——0,（$*，%*）1

——
（$*）.

——
（!0$*，%*）

·5
——
［0’（& 0$*，%*）4%’5$*］.

——0,（!0$*，%*）｝#,

8 %’5$%
-，#

｛.
——
（$，%）5

——
［0’（$，%）4%’5$］

·.
——0,（$，%）1

——
（$）.

——
（!0$，%）｝/-

·｛.
——0,（!0$，%）0

——
（!0$，%；!0$*，%*）

·.
——
（!0$*，%*）｝-#

·
,

- E 1- E｛’./（-#- 2-
; 71-

- 0 3;）

·［’)C（"-#2; 7 E 1- E）

0 ’)C（"-#2; 7 E 1- E 0 E 1- E 4 "7 -#）］｝-#

·｛.
——0,（!0$*，%*）｝#,

8 %’5$%
-，#

｛.
——
（$，%）5

——
［0’（$，%）4%’5$］

·.
——0,（$，%）1

——
（$）.

——
（!0$，%）｝/-

·｛.
——0,（& 0$，%）

·0
——
（!0$，%；$*，%*）.

——
（$*，%*）｝-#

·
,

-1,
｛’./（-#- 2-

! 71-
, 0 3!）［’)C（"-#2! 71,）

0 ’)C（"-#2! 71, 0 1, 4 "7 -#）］｝-#

·｛.
——0,（$*，%*）1

——
（$*）.

——
（!0$*，%*）

·5
——
［0’（!0$*，%*）4%’5$*］

·.
——0,（!0$*，%*）｝#, ， （,F）

其中 #，,，/，- + ,，-，;，!，’)C（·）为误差函数 1特征矩

阵 .
——

及其逆矩阵 .
—— 0 , 和对角矩阵 5

——
均与粒子的前

向散 射 振 幅 函 数 有 关 1 相 矩 阵 0
——

可 由 函 数 6*

G 7897&:" H（8，9，:，" + ;，<）构造 1其中 6* 为单位体

积的粒子数，789 ，7&:" 表示粒子的散射振幅函数及其

共轭 1角括号 G·H 表示对取向求系综平均 1 789 ，.
——

，

5
——

和 0
——

的解析表达式可参见文献［;，!］1（,F）式中其

他函数的定义为

1, +（%’5$ 8 %’5$*）7 (*， （,I#）

1- +（%’5$ 0 %’5$*）7 (*， （,IJ）

2, +［1, " 7#- 0’-（$，%）%’5$
0’#（!0$*，%*）%’5$*］7-， （,>#）
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!! " "# $（#!#）， （!%&）

## " ’［’ $#（ " ’ #%()*"+ $ &+）,!#

-#’（"，$）()*" ’#(（"+，$+）()*"+］$#，（!%*）

!# "（ " ’ #%()*"+ $ &+）# $（#!#）

-#(（"+，$+）%()*"+， （!%.）

#/ " ’［$#（ " ’ #%()*"$ &+）$!# ’#’（!’"，$）()*"
-#(（!’"+，$+）()*"+］$#， （!%)）

!/ "（ " ’ #%()*"$ &+）# $（#!#）

-#’（!’"，$）%()*"， （!%0）

#1 " ’［$!（ " ’ %$!）$!# ’#’（!’"，$）()*"
’#(（"+，$+）()*"+］$#， （!%2）

!1 "（ " ’ #%$!）# $（#!#）-#’（!’"，$）%()*"
-#(（"+，$+）%()*"+ 3 （!%4）

当散射角"!"+（如在镜向和后向散射方向）

时，有 $#!+，这时方程（!5）的第二项和第三项必须

修正为（见附录）：

678
9 $# 9!+

!
# 9 $# 9

):;（#!# ##
# $$#

# ’ !#）·｛)<0（"#!## $ 9 $# 9）

’ )<0［"#!## $ 9 $# 9 ’ 9 $# 9 % $（"#!）］｝

" !
#"!!

):;［’#’（"，$）%()*"］’):;［’#(（"+，$+）%()*"+］

#(（"+，$+）()*"+ ’#’（"，$）()*"
= ):;｛’（ " ’ #%()*"+ $ &+）# $（#!#）｝， （!>?）

678
9 $# 9!+

!
# 9 $# 9

):;（#!# ##
/ $$#

# ’ !/）·｛)<0（"#!#/ $ 9 $# 9）

’ )<0［"#!#/ $ 9 $# 9 ’ 9 $# 9 % $（"#!）］｝

" !
#"!!

):;［’#’（%’"，$）%()*"］’):;［’#(（!’"+，$+）%()*"+］

#(（!’"+，$+）()*"+ ’#’（!’"，$）()*"
= ):;｛’（ " ’ #%()*"+ $ &+）# $（#!#）｝， （!>&）

容易证得，当 "!+，&+!@，即脉冲波变为连续平面

波时，方程（!5）的时间相关的 AB)66)< 矩阵可退化到

文献［/］中 AB)66)< 矩阵的形式（见附录）3

C 同极化和去极化镜向及后向散射

利用前面得到的时间相关的 AB)66)< 矩阵，计算

了 D?B(( 型平面脉冲波入射下，一层非均匀取向盘

状小粒子的同极化和去极化散射的脉冲响应 3 计算

中，取载频 ) " C3/DEF，半功率脉冲宽度为 #G+H( 3所
有粒子的大小和形状均一致，半径为 /G+*8，厚度为

+G!*8，介电常数为（5GC - 7# 3 +）&+ 3 下垫面的介电常

数为（!+ - 7#）&+ 3粒子的散射振幅函数采用 I?J6)724K
D?H( 近似计算［!#］3

下列各图中，将同极化（实线表示）和去极化（虚

线表示）的脉冲回波均做归一化来和入射脉冲波（阴

影区）进行形状比较 3同极化和去极化脉冲回波的实

际强度峰值也列于图中 3

图 ! 散射粒子不同空间取向分布情况下的 EE 和 EL 镜向散射
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图 !（"—#）给出了不同空间取向的一层随机盘

状小粒子对脉冲波在镜向散射方向（即!$ %!&，"$

%"&）的同极化（’’）和去极化（’(）散射响应 ) 其

中，（"）#!（&*，+&*），$!（&*，+,&*）；（#）#!（,&*，

-&*），$!（&*，+,&*）；（.）#!（&*，,&*），$!（&*，,&*）；

（/）#!（&*，!0&*），$!（&*，+,&*）) 这里的#!（#!，

#1）和$!（$!，$1）分别表示 23456 角#和$在（#!，

#1）和（$!，$1）范围内均匀分布 )由于粒子是轴对称

的，23456 角%不出现在取向平均中 ) 入射脉冲为水

平极化波（’），入射角!& % 7&*，"& % &* )粒子的占空

比 ! $ % &8&&9，层厚 " % !&&.:)
可以看出，同极化和去极化脉冲回波均产生了

时延和展宽 )同极化和去极化脉冲回波中出现的尾

峰主要是由于下垫面的反射 )而当下垫面的反射或

多或少地被粒子遮掩时，尾峰就变得不明显，例如图

!（"）的情况 ) 进而，如果粒子在水平方向角$范围

内不均匀取向，如图 !（.），这时，散射粒子排列趋向

特定的方向，会增强去极化脉冲响应的形变 )
为了弄清脉冲波的散射机理，我们将四种散射

过程分别对同极化和去极化响应的贡献分别示于图

1（"，#）中 )计算所用参数与图 !（#）相同 )可以看出，

下垫面的反射使同极化和去极化脉冲响应出现尾

峰 )本例中，下垫面的双次反射很小 )
图 +（"—/）给出垂直极化波入射时的结果，其同

极化和去极化波形的变化与水平极化波入射时的结

果相似 )但盘状粒子 (( 极化散射峰值要比’’ 小 )

图 1 四种散射过程的贡献

图 + 散射粒子不同空间取向分布情况下的 (( 和 (’ 镜向散射

-;! 期 常梅等：随机非球形粒子全极化散射的时间相关 <354456 矩阵解



图 ! 散射粒子不同空间取向分布情况下的 "" 和 "# 后向散射

图 $ 散射粒子不同占空比情况下的 "" 和 "# 镜向散射

图 !（%—&）给出了后向散射（即!’ (!)，"’ (!

*")）时的结果 + 注意到后向散射时的尾峰比图 ,

（%—&）的镜向散射时小许多，尤其是去极化响应 +但
在#不均匀分布的图 !（-）中，去极化的时延和展宽

均比同极化大得多 +
图 $（%，.）给出镜向散射方向上不同的占空比

对脉冲波形的影响 + 计算所用参数同图 ,（-）+ 可以

看出，粒子占空比的增加，使同极化和去极化脉冲回

波的强度均增大，而时延和展宽均变小 +这是因为粒

子的密集引起了更强的体散射和导致脉冲波的穿透

深度变小 +同时，粒子变密集会遮挡下垫面，明显地

削弱了尾峰 +后向散射的结果也与此相类似 +

图 /（%—&）表明了在镜向和后向散射方向，不

同的入射角对脉冲波形的影响 +计算所用参数同图

,（-）+可以看出，当入射角!) 增大时，由于粒子的体

散射逐渐占据主导，波形的展宽和形变都变小 +
图 0（%—&）给出了入射角!) ( )1 时，不同层厚

（! ( $)，,))，,$) 和 2))-3）情况下，后向散射的 ""
和 "# 的变化 +其余参数的选取同图 ,（-）+当层厚增

加时，粒子的体散射逐渐占据主导，由下垫面引起的

尾峰减弱，乃至消失 +
当入射角!) ( )1 时，粒子均匀和非均匀取向情

况下，在!’ ( 4)1和 /)1方向的双站散射的结果，分别

由图 5（%，-）和图 5（.，&）给出 +散射的强度和脉冲形

)5 物 理 学 报 $, 卷



图 ! 不同入射角情况下的 "" 和 "# 镜向和后向散射

图 $ 不同层厚情况下的 "" 和 "# 后向散射

状依赖于散射角!% 和粒子的取向 &

! 结 论

为求解 ’()%% 型平面脉冲波入射下，一层随机、

非均匀取向的非球形粒子的全极化散射，我们推导

得到了一阶近似下与时间相关的 *)+,,+- 矩阵的解

析表达式，数值计算了同极化和去极化脉冲响应 &
经过粒子层的散射，同极化和去极化脉冲回波

均产生时延和展宽 &下垫面的反射使同极化和去极

./. 期 常梅等：随机非球形粒子全极化散射的时间相关 *)+,,+- 矩阵解



图 ! 散射粒子均匀（"，#）和非均匀（$，%）取向情况下的 && 和 &’ 双站散射

化脉冲回波出现尾峰 ( 后向散射的尾峰比镜向散射

方向的小，是因为粒子的散射在前向尤为强 (后向散

射时，粒子在!范围内的非均匀取向能增强同极化

和去极化脉冲响应的时延和展宽的差别 ( 当粒子的

占空比增加时，同极化和去极化脉冲回波的强度均

增大，脉冲波的穿透深度变小，导致时延和展宽均

变小 (
全极化脉冲响应的强度和形状由散射介质的物

理和几何参数，例如粒子的尺寸和形状、取向、层厚、

下垫面及入射波的极化、频率、入射角等决定 ( 本文

得到的时间相关 )*+,,+- 矩阵解为复杂粒子介质层

全极化脉冲响应的数值模拟提供了一种理论方法 (

附录 .

由 /"0,1- 公式［22］

!（" 3 #）4 !（"）3!
5

$ 4 2

2
$！!（$）（"）#$， （.2）

误差函数 +-6（ % 3 #）可展开为

+-6（ % 3 #）4 +-6（ %）3!
5

$ 4 2

2
$！+-6

（$）（ %）#$， （.7）

其中 +-6（$）（·）表示误差函数的 $ 阶微商，可写为［22］

+-6（$）（ %）4（8 2）$82 7
"!

&$82（ %）+9:（8 %7）， （.;）

其中 &+-<=>+ 多项式 &$ 8 2（ %）可展开为［22］

&$82（ %）4 !
［$?7］

’ 4 @
（8 2）’ （$ 8 2）！

’！（$ 8 2 8 7’）！
（7 %）$8287’ ( （.A）

由（7），（;）和（A）式，可得到

+9:（ %7）［+-6（ %）8 +-6（ % 3 #）］4 7
"!!

5

$ 4 2

（8 2）$

$！ #$

·!
［$?7］

’ 4 @
（8 2）’ （$ 8 2）！

’！（$ 8 2 8 7’）！
（7 %）$8287’， （.B）

令 % "4 7"(7 ? C )7 C，# 4 8 C )7 C *"? 7"，代入（B）式，得到

2
7 C )7 C +9:（7"7 (7

7 ?)7
7 8 +7）·｛+-6（"7"(7 ? C )7 C）

8 +-6（"7"(7 ? C )7 C 8 C )7 C * "? 7"）｝

4 2
7"!"

+9:（8 +7）!
5

$ 4 2

*
$！

（7*(7）$82!
［$?7］

’ 4 @
（8 2）’

·
（$ 8 2）！

’！（$ 8 2 8 7’）！
（ "7 7"(7 ? C )7 C）87’ ( （.D）

由于

,=<
C )7 C#@，’$2

（ "7 7"(7 ? C )7 C）87’ 4 @， （.E）

在方程（D）中，仅保留 ’ 4 @ 的项，得到

,=<
C )7 C#@

2
7 C )7 C

+9:（7"7 (7
7 ?)7

7 8 +7）·｛+-6（"7"(7 ? C )7 C）

8 +-6（"7"(7 ? C )7 C 8 C )7 C *"? 7"）｝

4 ,=<
C )7 C#@

*
7"!"

+9:（ 8 +7）!
5

$ 4 2

（7*(7）$ 8 2

$！

4 2
7"!"

+9:｛8（ , 8 7*F+##@ ? -@）7 ?（7"7）8$.（#@，%@）*F+##@｝

G !
5

$ 4 2

*
$！

［$.（#@，%@）*F+##@ 8$/（#，%）*F+##］$ 8 2

（利用 +0 4 !
5

$ 4 @

0$
$！

，
2 8 10

0 4 8 !
5

$ 4 2

0$ 8 2

$！
）

4 2
7"!"

+9:［ 8$/（#，%）*F+##］8 +9:［ 8$.（#@，%@）*F+##@］

$.（#@，%@）F+##@ 8$/（#，%）F+##

G +9:｛8（ , 8 7*F+##@ ? -@）7 ?（7"7）｝， （.!）
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我们得到

!"#
$ !% $!&

’
% $ !% $

()*（%!% "%
+ ,!%

% - #+）·｛(./（"%!"+ ,

$ !% $）- (./（"%!"+ , $ !% $ - $ !% $ $", %!）｝

0 ’
%"!!

()*［ -"%（!-#，$）$1(2#］- ()*［ -"&（!-#&，$&）$1(2#&］

"&（!-#&，$&）1(2#& -"%（!-#，$）1(2#

3 ()*｛-（ ’ - %$1(2#, (&）% ,（%!%）｝， （45）

!"#
!’!&

’
%!’

()*（%!% "%
’ ,!%

’ - #’）·｛(./（"%!"’ ,!’）- (./（"%!"’ ,!’ - !’ $,

"%!）｝

0 ’
%"!!

’ - ()*［ -"%（#，$）$1(2#-"&（!-#&，$&）$1(2#&］

"%（#，$）1(2#6"&（!-#&，$&）1(2#

3 ()*｛- ’% 7（%!%）｝， （4’&）

!"#
!’!&

’
%!’

()*（%!% "%
8 ,!%

’ - #8）·｛(./（"%!"8 ,!’）- (./（"%!"8 ,!’ - !’ $,

"%!）｝

0 ’
%"!!

’ - ()*［ -"%（!-#，$）$1(2#-"&（#&，$&）$1(2#&］

"%（!-#，$）1(2#6"&（#&，$&）1(2#&

3 ()*｛- ’% 7（%!%）｝9 （4’’）

由（:）至（’’）式可看到，若令 ’!&，(&!;（即 !’，!%!&），脉冲

波成为了连续波，方程（’<）所示时间相关的 =>(!!(. 矩阵能退化到文

献［+］中与时间无关的 =>(!!(. 矩阵的形式 9
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+:’ 期 常梅等：随机非球形粒子全极化散射的时间相关 =>(!!(. 矩阵解


