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均匀密度零压星的完整的引力解
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证明了 )**+,-+./+0 和 1,23+0 关于均匀密度零压星的引力塌缩的经典解是不完整的，它并不能正确地连接作为

内解和外解的 40.+3/5,, 度规和 16-750896-.:3 度规；通过在离散时空上拓展解参数而构成了一个完整的引力解，它

实现了 40.+3/5,, 度规和 16-750896-.:3 度规之间的等价连接，并可以证明是奇性自由的；这个完整的引力解显示了

物质，引力和离散时空结构之间的关联性 ;
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早在 "(%( 年，)**+,-+./+0 和 1,23+0 在关于均匀

密度零压星的引力解的著名的经典文章［"］中曾经推

断引力塌缩导致了引力奇性的形成 ;在广义相对论

的发展史上，这无疑是一个公认的极为重要的理论

结果 ;它一直影响着人们对于引力的最为深奥的性

质的认识以及最为重大的问题的探索 ;然而，我们在

重新探讨 )**+,-+./+0 和 1,23+0 的引力解时发现它

实际上是不完整的，它并不能正确地连接作为内解

和外解的 40.+3/5,, 度规和 16-750896-.:3 度规 ;通过

在离散时空上拓展解参数的方法，我们构成了一个

完整的引力解，它实现了 40.+3/5,, 度规和 16-75089=
6-.:3 度规之间的等价连接，并可以证明是奇性自由

的 ;这个完整的引力解显示了物质，引力和离散时空

结构之间的关联性 ;

如所周知，当采用 >+6?+3@0AA 和 B.9,+0 坐标时，

均匀 密 度 的 零 压 星 的 引 力 内 解 问 题 可 以 表 示 为

40.+3/5,, 形式的度规［&］
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而由摆线的参数方程给出的（&）式的解为
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在（%）式中的参数为：####$，而# C$为本性奇

点 ;又根据 >.0?-@AA 定理［%］，星球的外部时空几何必

须服从 16-750896-.:3 度规［<］

3 !& C D " D &&( )$ 3 "& E 3 $&
" D && G $

E $&（3!& E 9.,&!3"&）; （<）

于是，为了使得内外解在星球的表面上彼此相接，人

们取 % C &&
’%（!$ C ’ 为星球的半径，& 为星球的引力

质量）而导出［!］
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一方面，I.,9H+., 方程规定，零压流体物质沿径向测

地线运动［$］，故（!）和（$）式表示了星球表面的测地

线方程 ;它描述起始于最大的球面 $ C ’#（#）C ’ 而

终止于奇点 $ C ’#（$）C # 的一段径向测地线 ;正是

基于这一点，人们断定，均匀密度零压星的引力塌缩

导致了奇性的形成 ; 另一方面，I.,9H+., 方程还规定

了时空度规本身必须由物质场的引力解所确定 ;然
而，由于在这里的测地线方程中球径坐标 $是坐标
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时 ! 的 函 数， 且 有 !"!!
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，因此，由（&）和（’）式的坐标

变换实际上并不能形成一个 ()*+,-./)*012 度规 3 因

为在 ()*+,-./)*012 度规中，球径坐标 $ 和坐标时 ! 是

两个独立的坐标变量，并且度规分量是与坐标时无

关的 3 这就说明，在星球的表面上，4-0526,77 解与

()*+,-./)*012 解之间是不等价的 3实际上，由于在 $8 !
平面上的一段径向测地线并不能覆盖其所在等效半

径范围之内的这一部分时空，因此均匀密度零压星

的引力塌缩解是不完整的 3又考虑到 4-0526,77 度规

是一个动态度规而 ()*+,-./)*012 度规是一个静态度

规，故要使得两者在星球的表面上等价相接，唯一的

可能性是前者是周期性的并且两者都是离散化的 3
首先，必须去掉对于解（9）的参数在 !"!""上的

人为的限制 3其实，不存在任何基于纯偏微分方程的

理由要把解的参数限制在这样的范围之内，而是应

当考虑到!在整个数域上的所有可能的取值 3这样

一来，随着!在数值上的增加，固有时#! 将单调上

升，而标度因子 % 将作周期的变化，从而引力塌缩

解便拓展成为引力周期解 3与此相应，由（&）和（’）式

所表示的均匀密度零压星球面的测地线也将随之而

环绕延伸 3另外，在测地线上，当 $ :%# ; $ 即 %&" #

,-))</ =#
’( )# $ >! > %&" ? ,-))</ =#

’( )# $ 时，坐标

时 ! 将随着!的增加而增加亦即是顺向变化的，而

当 $:%# > $ 即 %&" ? ,-))</ =#
’( )# $ >!> %（& ? $）"

# ,-))</ =#
’( )# $ 时，则随着!的增加而减小亦即

是逆向变化的 3 当然，在一个严格的引力周期解之

中，参数!不可能是连续而必须是离散的，这是因

为在连续参数的解中球径坐标 $ 和坐标时 ! 仍不是

独立的因而还不是 ()*+,-./)*012 坐标，此外在解中还

存在着诸如! "（%& ? $）"或! " %&" (@ ,-))</ =#
’

)# $ 的间断点 3继而，我们进行时空的离散化 3 注意

到，对于任一给定的球径坐标 $ " ’%（!）而言，可以

求得内解中标度因子 % 的一个变化周期即参数!
的一个 %"的增量所引起的坐标时 ! 的增量为

"! " ="#（’ :%# # $）$:%（’ :=# ? $）， （A）

于是当且仅当以"! 作为一个基元而把坐标时离散

化，并以 &"!（& " !，@ $，@ %，⋯）代替（’）式中的 !，

&"! " % {# 17（’ :%# # $）$:% ? B,7（!:%）
（’ :%# # $）$:% # B,7（!:%）

?（’ :%# # $）$:%［! ?（’ :=#）（! ? /07! }）］，

& " !，@ $，@ %，⋯ （C）

由此规定参数!的离散化，并由离散化的参数!和

（&）式而规定球径坐标 $ 的离散化，则对于任一给定

的离散球径坐标（离散坐标时），离散坐标时（离散球

径坐标）可以在所有可能的取值之中变化，亦即离散

球径坐标与离散坐标时之间是相互独立的，并且度

规分量与离散坐标时是无关的，从而在星球的表面

上，我们可以由离散化的 4-0526,77 度规而形成等价

的离散化的 ()*+,-./)*012 度规 3当然，4-0526,77 度规

的离散化是通过由（C）式所导出的参数!的离散化

规定了由（9）式所确定的固有时#! 和标度因子 % 的

离散化而得到的 3关于离散化的 ()*+,-./)*012 度规，

由（&），（A）和（C）式可以推知，对于任一给定的 &，并不

存在!"（%& ? $）"或!" %&" (@ ,-))</ =#
’ )# $ 亦即

$ " ! 或 $ " %# 的解，从而并不存在本性奇点或坐

标奇点 3也就是说，()*+,-./)*012 度规作为均匀密度

零压星的引力外解必须是离散化的，而离散化的

()*+,-./)*012 度规则是奇性自由的 3 至于离散化的

4-0526,77 度规，我们只要考虑固有时#! 和标度因子

% 在!"（%& ? $）"的邻域上的性质 3 由（C）式可假

设，对应于一个坐标时基元#!，参数!在（%& ? $）"
的邻域中的增量为"!"!% #!$ "［（%& ? $）" ?$］

#［（%& ? $）"#$］" %$3于是由（9）式，可以求出在

两个端点!$ "（%& ? $）" #$和!% "（%& ? $）" ?$
处，固有时#! 和标度因子 % 分别为

#! $ " $
%$(

（（%& ? $）" #$ ? /07$）， （D）

%$ " $
%（$ # )</$） （$!）

和

#! % " $
%$(

（（%& ? $）" ?$ # /07$）， （$$）

%% " $
%（$ # )</$）3 （$%）

可见，在这两个端点上，有 %$ " %%，而且只要$为

一无穷小量，则有#! $ "#! % 3这就意味着，在参数!的

定义中去掉（%& ? $）"的点并不造成固有时#! 的间

断，而在（%& ? $）"的邻域上，离散化了的固有时将
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正常地延伸 !至于!为一无穷小量则意味着坐标时

基元!! 也为一无穷小量，从而由（"）式，均匀密度

零压星的最大等效半径 " # #$（$）# # 应比引力半

径 "% # %& 大一个无穷小量 !当然，!不能为零，否则

!! 将为零，从而由（"）和（&）式有 # # %& 和 ! 恒为

零，而这将与前述相矛盾 !这个结果保证了在（’$）式

和（’%）式中 $’ # $% ( $，于是作为均匀密度零压星

的引力内解的 )*+,-./00 度规也是奇性自由的 !还注

意到，包含于（1）式的最大的球径坐标为 " # #，再由

（"）和（&）式可知，为了解的一致性，在 " ( # 的时空

中，坐标时 ! 也必须是以!! 为基元而离散化的 !也
就是说，在整个 2345/*6734+8- 时空之中，坐标时 ! 是

以同一的无穷小!! 离散化的 !考虑到 2345/*6734+8-
度规的渐近平直性，这说明了坐标时亦即通常所谓

的世界时 ! 是与引力无关的 !此外，在 "! # 的时空

中，球径坐标 " 或固有时"! 是由不同的亦即不等价

的同阶无穷小以一种确定的方式离散化的；而在 "
( # 的时空中，球径坐标 " 或固有时"! 不存在确定

的离散化形式，或者说容许存在各种可能的离散化

形式 !球径坐标 " 或固有时"! 的这种性质一方面显

示了引力的效应，另一方面还揭示了在物质形态和

离散时空结构之间存在着一种内在的关联性 !最后

必须指出，由于在上述所导出的引力解中，构成离散

的时间或空间的所有基元均为数学上的无穷小量，

因此这样的解在数学上乃是严格而不是近似的 !
综上所述，均匀密度零压星的引力内解可以表

示为 )*+,-./00 度 规 而 其 引 力 外 解 可 以 表 示 为

2345/*6734+8- 度规，但 )*+,-./00 度规是一个动态度

规，而 2345/*6734+8- 度规是一个静态度规，要使得两

者在星球的表面上等价相接，必须而且只能前者是

周期性的而两者都是离散化的 !正是通过在离散时

空上拓展解参数的方法，我们实现了 )*+,-./00 度规

和 2345/*6734+8- 度规之间正确的连接从而构成了一

个均匀密度零压星的完整的引力解 !而且，我们还证

明了包含于这个完整的引力解中的 )*+,-./00 度规

和 2345/*6734+8- 度规是奇性自由的 ! 这个引力解显

示了在物质，引力和离散时空结构之间存在着一种

深刻的关联性 !
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