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运用经典哈密顿代数方法，结合单摆的运动特点表示两个化学键之间的振动耦合 )对水分子高激发态下两个
氧氢键（*—+）伸缩振动动力学的研究结果表明，靠近分界线的中间能级的相空间中较易出现混沌轨道，而较高或
较低能级的相空间中则具有比较规则的周期运动 )
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" A 引 言

分子高激发振动体系的量子数大，经典效应比

较显著，因此可以近似地用（半）经典方法来研究 )目
前的研究结果表明，体系中的周期、准周期［"］以及混

沌［&，(］运动非常普遍 )在以前的工作中，我们用李代
数陪集表示成功地描述了此类体系多维相空间的动

力学［%—B］，本文将结合单摆的运动特点进一步研究

分子高激发振动态的动力学特性 )
在经典力学中，单摆的运动是很基本和重要的

物理现象 )量子化的单摆能级在能量较小时，能级的
间距基本相同（简谐振子的特征），当能量较大时，能

级的间距便逐渐变小 )单摆运动的相图（如图 " 所
示）是指运动的作用量6角度关系（ !6!关系，! 为作
用量，!为角度）)当单摆的能量不足以使!超出!
（或 C!）时，体系呈现的是稳定的周期运动 )对于这
类运动，它的相图结构是封闭的椭圆形 )其中心点 "
（! D #，!D #）是个稳定的不动点，对应于静止的单
摆 )而当单摆运动的能量足够大时，!便会超出
（ C!，!）的范围 )这时的单摆是个自由的圆周运动。
上述这两类运动的分界线（;?80E0:E1F）所对应的 # 点
（! D #，!D G!）是个不稳定的不动点，即双曲点（=H6
8?EIJ21@ 8J1<:）)在该点附近，既有稳定的相空间，也
有不稳定的相空间 )

一个可积的 $ 维哈密顿体系具有 $ 个相互独
立的周期运动 )这些运动根据其频率比是否为整数
而可划分为周期运动或准周期运动 )这些运动相互
作用（共振）的结果，使体系变得不可积，并导致相空

间结构的变化 )从局部来看，共振可以近似为一个单
摆的运动 )共振在相空间中的局部生成了成对的稳
定的不动点和不稳定的不动点，以及在其附近的混

沌轨迹 )当共振较弱时，准周期运动较“稳定”，而周
期运动首先受到破坏 )当体系的相互作用逐渐变强
时，更多的周期、准周期运动受到破坏，相空间中的

混沌区域逐渐增大，直到最后淹没了整个相空间 )这
就是著名的 KLM（KJ2/J4JEJN，LE<J27，MJ;?E）定

图 " 单摆运动的相图（ ! 为作用量，!为角度 )曲线对应于

不同的量子化能量 ) "（ ! D #，!D #）为稳定的不动点，#（ ! D

#，!D G!）为不稳定的不动点 )在 # 点附近有稳定的相空

间，也有不稳定的相空间（用箭头表示）) %，%O表示方向相反
的自由转动，&为分界线）
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理［!］，它说明了不可积哈密顿体系的基本特征 "
下面结合单摆的哈密顿表达式，运用经典代数方

法来描述分子高激发振动态动力学 "然后对水分子中
两个 #—$键伸缩振动的耦合特性进行模拟分析 "

% & 分子高激发振动态的动力学描述

化学键振动的耦合（共振），可以看作是单摆运

动 "设两个化学键的振动频率为!’，其哈密顿量表

达式可写为

! (!’（"# ) !*%）)!’（"$ ) !*%）)"（"# ) !*%）%

)"（"$ ) !*%）% )"#$（"# ) !*%）（"$ ) !*%）

) %（& )
# &$ ) & )

$ &#）， （!）
其中 #，$ 代表描述两个等同化学键振动的振子，!’

为其振动基频（+,- !），" 为量子数，&，& )为湮没、产

生算符 ""和"#$为非谐项系数，% 为耦合系数 "由于
耦合作用，体系的 "#，"$ 不再是守恒量，然而总量子

数 ’ ( "# ) "$ 仍然守恒，是好量子数
［.］"

依据海森伯的观点，&，& )的经典对应量为

& !（""）/-0#，& )!（""）/0#， （%）
对应的经典哈密顿量为

! (!’（’ ) !）)"（"# ) !*%）% )"（"$ ) !*%）%

)"#$（"# ) !*%）（"$ ) !*%）) %%（"#"$）
!*%+12##$，（3）

式中#24是二个振子的相角差，同时 " 2 ( ’ - " 4 "
给定 ’ 值后，体系的本征能量可以从对角线化

哈密顿矩阵得到 " 哈密顿矩阵可以从基函数
｛5 "#，"(〉( 5’，’〉，5 !，’ - !〉，⋯，5 ’ - !，!〉，5 ’，’〉｝
构造而来 "对应于 ’ 值，有 ’ ) !个基函数，因此有
’ ) !个本征能级 "
解得本征能量后，将其等于经典哈密顿量，便可

以得到 "# ( "#（##$），"$ ( "$（##$）的关系 "
以上在描述具有两个振动模的动力学体系时，

采用的是紧致的 #)（%）代数方法［6］"在该方法中用
到了守恒量 ’（也因此，对应的陪集空间为紧致的
*% 球面），整个处理过程是非常简洁的 "但是，由于
#)（%）代数所描述的两个振动模的动力学体系是可
积的，是简单的周期运动，因而不容易显现出高激发

态下由于振动模之间的耦合（共振）作用而出现的非

周期以及混沌运动，因此，必须引入非紧致的 #)（!，
!）代数方法［7］"即采用陪集空间 #)（!，!）*)（!），它是
一个非紧致的双曲面 "文献［7］详细讨论了这两种方
法的优缺点，这里需要指出的是对于描述两个振动

模的情形，#)（%）和 #)（!，!）是等同的，只是对于描
述动力学体系所呈现的不规则运动来说，#)（!，!）方
法具有明显的优势，这也将在下面对水分子两个

#—$键伸缩振动动力学的数值模拟中得到进一步
的验证 "
运用非紧致 #)（!，!）方法描述动力学的步骤

为：引进相空间坐标（ +#，,#，+$，,$），由 "# (（ +%
# )

,%
#）*%，"$ (（+%

$ ) ,%
$）*%，可得到哈密顿量 !（ +#，,#，

+$，,$）的表达式 "由等式 !（ +#，,#，+$，,$）( -（- 为
本征能量），可求得许多初始点 "给定初始点（ +#，,#，

+$，,$）’（其对应的 "#，"$ 值为（ "#，"$）’），结合哈密

顿运动方程

!! *!," ( 8+"*8 $，

!! *!+" ( - 8,"*8 $ （" ( #，$）， （6）
随着时间的演化，经过积分能得到不同的时间 $ 时
陪集相空间轨迹（ +#，,#，+$，,$）$ "由之，量子数（ "#，

"$）$ 以及相角## ( 49:- !（ - ,# * +#），#$ ( 49:- !（ - ,$ *
+$）均可确定 "因此即可以确定体系的相空间轨迹
图 "从以上计算的陪集相空间轨迹以及相图的结构
中可以获得体系的许多动力学信息，如规则或者混

沌运动 "

3 & 水分子两个 #—$键伸缩振动动力
学的模拟计算

以水（$%#）分子作为样本，考虑两个 #—$键的
伸缩振动 "其哈密顿量表达式中的系数是根据能级
能量的实验数据经过拟合而来，详细叙述可见文献

［;，!’］"这些系数是（单位：+,- !）：!’ ( 37;’ " <，" (
- 7%&!，"#$ ( - !3&%，% ( - 6%&. "
图 %（9）是运用紧致的 #)（%）代数方法，计算得

到的水分子总量子数 ’ ( !’（共 !!个本征能级）的
相图（（"# - "$）*##$关系，"# - "$ 为两振子的量子数

之差，##$为两振子的相角差）"从图中可以看出，低
能级具有近似简并的现象 "这是因为两个 #—$键
是等同的，具有相同的!’ "能级低时，二者耦合较
弱，故仍具有相近的能级 "能级较高时，二者耦合变
强，这时便呈现出近似等间距的简正模特点 "同时应
注意到，能级低时，两个振子的弱耦合使得其间的相

角相对独立，因而相角差##$可在（ -#，#）之间延伸，
这是局域模的特征 "能级高时，两个振子的相角差

##$相对固定在（ -#，#）之间的范围，这是强耦合的
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简正模 !这一点与单摆相图（见图 "）中的小角度!
具有较低能量，而延伸的!具有较高能量不同 !另
外，图 #（$）中的不稳定点 ! 处的相角差""# % &，这与
单摆相图中 ! 点对应的相角!% ’!也不相同 !从图
#（$）中还可看到，由局域模到简正模的分界线处在
第 (和第 )能级之间 !图 #（*）显示，相邻能级的间距

"$（不考虑近似简并的能级间距）在分界线附近时
最小，这与单摆量子化能级间距在靠近分界线时变

小是一致的 !

（$）

（*）

图 # 水分子中两个 +—,键伸缩振动的相图（$）和能级间距（*）

（括号“（）”中的数字为本征能级，虚线表示分界线所在的位置）

类比于单摆的运动，两振子耦合的结果将使得

靠近分界线不稳定点（图 #（$）中的 ! 点（ %" % %#，""#

% &））处的能级的相空间中出现混沌轨迹 !为此采用
非紧致的 "&（"，"）代数方法，取水分子第 ( 能级的
相空间中靠近 ! 点的一个初始点（ ’"，("，’#，(#）& %
（#-./0/，1 "-.2)"，"-"&#/，1 2-"#"#）（其对应的 %"，

%# 值为（%"，%#）& %（/-/#0/，.-/3(0），相角差（""#）& %
1 &-0(30），积分 .-&45（积分步长为 &-22 65）后的相
空间轨迹，如图 2（$）所示 !从图中可见，该点的轨迹
在 ! 点附近“纠缠”（7$89:;）在一起，形成一个混沌区
域 !可见，共振造成了相空间中的局部混沌现象，而
混沌就首先在不稳定的 ! 点产生 !对于不在 ! 点附
近的初始点，则其轨迹一般均较规则 !对于较高或较

低的能级，如果相空间中的初始点在 ! 点附近，则
轨迹亦可见混沌特征，但此类点少得多 !图 2（*）是
第 "" 能级的相空间中较远离 ! 点的一个初始点
（（ ’"，("，’#，(#）& %（#-("00，#-3)#2，1 #-"(&0，

&-.0/0），（ %"，%#）& %（3-(0."，#-.20)），（""#）& %
1 #-"&3#），积分 .-&45（积分步长为 &-2265）后得到的
相空间轨迹图 !可以看到，该初始点的轨迹为比较规
则的运动 !由此可见，水分子中两个 +—,键之间伸
缩振动耦合（共振）的结果，使得靠近分界线的中间

能级的相空间中出现了混沌轨道，而较高或较低能

级的相空间中则具有比较规则的运动 !这一现象似
乎和人们的常识（能量越大，运动越不规则）相反 !仔
细分析，能级低时两个振子的耦合弱，相空间中的运

动自然较规则 !能级高时，两个振子的强耦合，会造

图 2 分界线附近第 (能级的相空间中靠近 !点（%" % %#，""# % &，

见图 #（$））的一个初始点所对应的混沌轨迹（$）以及第 ""能级的

相空间中较远离 !点的一个初始点所对应的比较规则的运动轨

迹（*）
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成“锁相”的现象，相空间中的运动因此也是规则的 !

" # 结 论

运用经典的哈密顿代数方法，结合单摆的运动

特点来描述分子高激发振动态中两个化学键之间的

振动耦合特性 !通过对水分子中两个氧氢键（$—%）
伸缩振动动力学的研究表明，低能级由于化学键之

间的耦合较弱，能级具有近似简并的现象，呈现出局

域模的特征：高能级由于两个化学键之间的强耦合，

使得能级呈现出等间距的简正模特点 !在分界线附
近的中间能级的相空间中，对应于单摆相图中的不

稳定点 ! 处出现了混沌运动，而较高或较低能级的
相空间中则具有比较规则的运动 !同时，对应于单摆
分界线附近量子化能级间距较小，在 %&$中对应于
一个守恒量 "，中间能级的间距也较小 !
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