
一层非球形粒子散射的标量辐射

传输迭代解的求逆!

梁子长 金亚秋!

（复旦大学波散射和遥感中心，信息科学与工程学院，上海 "##$%%）

（"##&年 &&月 "%日收到；"##"年 %月 &#日收到修改稿）

给出了一层有下垫反射面的非球形粒子散射的标量辐射传输方程一、二阶迭代解，推导了相函数各阶 ’()(*+,(
展开系数与随机小椭球粒子相函数的对应关系，提出了一层随机小椭球粒子介电常数和单位面积粒子数的迭代反

演方法 -通过两次各方位角上双站散射测量，反演随机小椭球粒子的介电常数和单位面积粒子数 -本方法比现有文
献的一些反演方法易于实现，可应用于颗粒性复合材料介电与结构特性以及地表背景参数的反演研究 -
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!通信人 -

& 6 引 言

辐射传输的逆问题是在已知辐射强度分布的条

件下，反演观测对象的特征性参数，如粒子大小、介

电常数和层厚等 -辐射传输的逆问题求解在大气辐
射与遥感、热物理、中子输运等广泛的领域中均是十

分重要的问题 -除大气辐射传输中曾讨论过的统计
矩阵、3789:;<=>?@(,A 方法、物理反演法等研究之
外［&］，辐射传输逆问题的解析求解也有过一些研

究［"—B］，如通过介质层上下界面各方向上的辐射通

量反演辐射传输方程中散射相函数的展开系数或反

演源函数等［&—1］-但是，散射相函数展开系数并不直
接是散射介质直观的物理特性，对于介质层上下界

面各方向上辐射通量的测量在许多情形下也往往是

不实际的［5］-
本文给出了一层散射粒子标量辐射传输方程的

一、二阶迭代解，推导了相函数各阶 ’()(*+,(展开系
数与小椭球粒子相函数之间的对应关系，建立了用

一、二阶迭代解反演相函数展开系数的矩阵方程 -由
此，通过两次各方位上双站散射强度的测量（一、二

阶解的模拟结果），由迭代法反演有下垫反射面的随

机小椭球粒子的介电常数和单位面积粒子数 -这一
反演方法比文献［"—1］的一些方法更易于实现，可
应用于颗粒性复合材料介电与结构特性以及复杂地

表背景参数的反演研究 -

" 6 标量辐射传输方程的一、二阶迭代解

如图 &所示，一层散射介质的标量辐射传输方
程为

图 & 问题的几何结构
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其中#% 为消光系数，# 为相函数 0边界条件可写为

!（!’!，"，)）&$（!%#! ’ !%#!$）$（"），
!（!，"，’ %）& &/.（!）!（!’!，"，’ %），（.）
其中 &/.（!）是下垫界面反射率 0
由（/）式方程的积分形式解［/］迭代求解（/），（.）

式，可得上界面 " & ) 处观测到的一、二阶散射
强度［/］：
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这里的一、二阶迭代解描述的是电磁波与粒子

的一次和两次散射，以及与平坦界面镜面反射的相

互作用 0

3 6 相函数展开系数的迭代反演
将（3）和（5）式中的相函数展开成 7%8%,$9% 多
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项式［!］
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其中 %#$ #（, *$#%）（ $ * #）！-（ $ . #）！，!#

$ 为连带

/0102340函数，表示散射各向异性的相函数各阶展
开系数#$ 可以是常数，也可能是入射角!& 和散射

角!的函数，" 大小按需要展开阶数而定 5
由（6）—（+）式可知，要计算散射介质层上界面

处的一、二阶散射强度，只需已知各阶#$ 及介质层

光学厚度%#&0 ’ 5反过来说，若已知测量值 (（!）（!，

"，) # %）和 (（,）（!，"，) # %），则由（6），（$）式可能确
定未知量#$ 与%5
对一阶散射强度 (（!）（!，"，) # %）进行 7’84904

展开
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%
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这里 $ # #，⋯，"，即［*#$］是上三角矩阵 5
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这里 # # %，!，⋯，"，$ # #，⋯，" 5
在未知光学厚度%的情况下，仅可从 (（!）"（!，)

# %）和 ?""（!）求解一个临时展开系数 +"（%，!）5
而若有两个不同散射角的 (（!）"（!!，) # %），(（!）"（!,，)
# %），则可求出 +"（%，!!）和 +"（%，!,）5这样，由
+"（%，!!）-+"（%，!,）以及（>）式，通过数值方法而
可求出光学厚度%5再将求出的%值代入（:），（>）式

求解出#$（!）5
上述各阶#$ 及%的求解是对一阶散射强度而

言，而实际测量的散射强度包括了二阶及以上高阶

的散射强度 5作为近似，用一、二阶散射强度之和来
作为实际测量的数据，即

(-（!，"，) # %）# (（!）（!，"，) # %）

. (（,）（!，"，) # %）5 （;）
这样可归纳 +$ 或#$ 的反演步骤为

!）用（;）式观测到的总散射强度 (-（!，"，) # %）
代替（:）式的 (（!）（!，"，) # %），求解#（!）$ 和%（!），这
里上标（!）为第一次迭代反演解 5

,）将求得的#（!）$ 和%（!）代入（$）式，求出近似的
二阶散射强度 (（,）（!，"，) # %）5再与（;）式的总散射
强度 (-（!，"，) # %）相减，分离出一阶散射强度

(（!）（!，"，) # %），然后重新按（:），（>）式反演%，#$

步骤，得到新一次的反演系数#（,）$ 和%（,）5
6）重复 ,）的迭代过程，直到#（.）

$ 和%（.）收敛

为止 5

$ @ 随机小椭球粒子介电常数与粒子数
的反演

本文将利用上一节方法反演随机非球形粒子介

电常数’与单位面积上粒子数 .% ’ 5若小椭球粒子
的空间取向 A8B04角在水平方位($（%C，6:%C）范围
内均匀分布，则其消光系数在标量的情况下为［!］
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. !
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其中角括号表示关于 A8B04 角) 的分布平均值

〈!（)）〉#
!

&’(), * &’()!"
),

)!

!（)）(92)3)，小椭球粒

子的散射振幅函数［!，;］由下列函数表示：

0% # 1%（! . 9 1%），

0! # 1!（! . 9 1!），

1% # ,
F /6*, 2 ’ * !

! .（’ * !）32
，

1! # ,
F /6*, 2 ’ * !

! .（’ * !）34
，

其中 4 和 2 为小椭球的两半轴长，34 和 32 为椭球两

!$,,!%期 梁子长等：一层非球形粒子散射的标量辐射传输迭代解的求逆



轴之比 ! !" 的函数，!为其相对介电常数，#" 为单

位体积粒子数，$ 为入射波数 #相函数可推导为［$］
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其中%为入射角（"&，#&）与散射角（"，#）方向之间
的夹角，

’$ % ($ 4 )$ 4 (，’( % ($ 4 )" 0 )$ 4 (，

’- % ($56［)$（)!" 0 )!" ）］，

($ % 7#" !（)$(）# （$$）
将上述相函数展开成 8696,:;6多项式的形式，可推
导得到随机小椭球的相函数展开系数有对应关系为
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-’6
〈*+,(

$〉’
’(
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〈*+,)

$〉# （$)）

当$"（"=，$3"=）均匀分布时有〈./*
(
$〉% $!-，

〈*+,(
$〉% (!-，〈 ./*)$〉% $!<，〈 *+,)

$〉% 3!$<，
〈*+,(

$./*($〉% (!$< #此时（$(）—（$)）式可进一步化
简，同时消光系数’6 也简化为常数 #
由此，用上一节的方法反演出随机小椭球粒子

的&"，&$，&(（此时 * 为 (）和光学厚度(#再求解
（$(）—（$)）式组成的方程组，可得 ’( >’6 和 ’$ !’6 ’
(’- > -’6 的值 #
反过来说，当已知 ’( !’6 和 ’$ !’6 ’ (’- !-’6 时，

可求出&"，&$ 和&(，从而计算出散射介质层上界面

处的二阶散射强度，再继续迭代过程求解 ’( !’6 和

’$ !’6 ’ (’- !-’6，直到两者收敛为止 #
在已知小椭球粒子尺寸的情况下，可由下面两

式分别计算小椭球粒子介电常数!及单位面积粒
子数 #" +：

4 )$ 4 ( ’ (56［)$（)!" 0 )!$ ）］!-
4 )" 0 )$ 4 (

%
’$ >’6 ’ (’- > -’6

’( >’6
，

4 )" 0 )$ 4 (

?@（()$ ’ )"）
%

3!’(

7’6











 ，

（$<）

#" + % )$(

7 4 )$ 4 (
’$

’6
(， （$&）

其中 ’( >’6 和 ’$ !’6 ’ (’- > -’6 为迭代反演收敛值 #

< A 数值结果与讨论

频率为 (BCD的平面电磁波入射到一层厚为 +
% (<".@，有下垫反射面的散射粒子介质上（下垫面
介电常数到!( % &A" ’ "A<+）#利用（-），（)）式计算
介质层的一、二阶散射迭代解 ,（$）（"，#，- % "）和
,（(）（"，#，- % "），将这两者之和近似为散射强度的
测量值 ,.（"，#，- % "），然后根据上述方法反演小椭
球粒子的介电常数!（#）及散射介质层的单位面积粒

子数 #" +
（#），上标 # 为迭代次数 #
如图 (，小椭球粒子的!% )"A" ’ 2A<+，粒子大小

" % / % (A<.@，! % "A"<.@，#" % "A""(.@0 - #其中图

()(( 物 理 学 报 <$卷



标圆点（!）代表!! ! "#$入射角，方块点（"）代表!! !
%#$入射角，相应两散射角!&，!’ 选为入射角!! ( ’$，

方位角"取（#$，%"#$）中 &$间隔 )这样，共有 ’ * %"#
! +’#次测量值 )

图 ’ 小椭球粒子相对介电常数的反演 （,）介电常数实部；（-）介电常数虚部

可以看出在迭代 "次以后，介电常数反演值已
收敛至正演值 )另外还可看出选取小的入射角时反
演值更接近正演值 )但这不是说入射角越小越好，因
为入射角等于 #$时散射强度关于"的傅里叶系数
只有零阶不等于 #，无法完成反演 )

表 & 长椭球粒子的正反演参数对比

正演数据 第 +次迭代反演数据

# "# # #（+） "# #（+）

&’./ 0 +./1 /.# &’.23 0 +./&1 2.3+%

&/./ 0 +./1 /.# &/.23 0 +./&1 2.3+2

&4./ 0 +./1 /.# &4.23 0 +./’1 2.3+%

’&./ 0 +./1 /.# ’&./# 0 +./’1 2.3+&

’2./ 0 +./1 /.# ’2./# 0 +./’1 2.3+’

’+./ 0 +./1 /.# ’+./& 0 +./%1 2.3+’

表 &列出了不同介电常数的长椭球粒子的正、
反演参数的对比，#（+）和 "# #

（+）为第 + 次迭代反演
值，$ ! % ! #) &56，& ! ’) /56，"# ! # ) #’567 %；入射

角取为!! ! %#$)
表 ’列出了不同介电常数的扁椭球粒子的正、

反演参数的对比，#（3）和 "# #
（3）为第 3 次迭代反演

值，$ ! % ! ’) /56，& ! #) #/56，"# ! #.##’567 %，入射

角取为!! ! %#$)
从表 &和 ’可知，不同相对介电常数情况下的

反演值都收敛至正演值 )同时比较两表可知，表 &的
反演结果比表 ’的误差小，而且收敛也较快 )这是因
为表 ’相应的扁椭球粒子单次散射反照率比较大

$###./，总的散射强度中二阶散射强度所占的比重
比较大，所以收敛也比较慢，而且相对介电常数的反

演误差也相对较大 )相对地，表 &对应的长椭球粒子
的单次散射反射率比较小$###.#&，所以反演的误
差比较小 )

表 ’ 扁椭球粒子的正反演参数对比

正演数据 第 3次迭代反演数据

# "# # #（3） "# #（3）

&’./ 0 +./1 #./ &’./2 0 +."&1 #.2"3

&/./ 0 +./1 #./ &/."& 0 +."+1 #.2"3

&4./ 0 +./1 #./ &4.+# 0 +.+’1 #.2"3

’&./ 0 +./1 #./ ’&.4% 0 +.+31 #.2"4

’2./ 0 +./1 #./ ’/.## 0 +.441 #.2"4

’+./ 0 +./1 #./ ’4.’& 0 +.3/1 #.2"+

" . 结 论

本文通过标量辐射传输方程的一、二阶解，以及

相函数展开系数用两次不同的遍布各方位上的双站

散射测量的迭代反演，提出了一层随机小椭球粒子

介电常数和单位面积粒子数的反演方法 )本方法反
演的结果能很好收敛至给定的正演值，而且要求测

量的数据少，可方便地选取测量不同的入射角!! 和

两散射角!&，!’ 处的散射强度 )本文用一、二阶散射
迭代解之和来模拟测量值，使反演过程可解析处理 )
自然，它与实际测量数据会有一定的偏差，但相差的

只是三阶以上的散射解，一般情况下是可以忽略的 )
本方法减少了以往在辐射传输求逆时对数据测

量的一些特别的要求，比现有文献［’—+］的一些方
法易于实现数据测量，可应用于颗粒性复合材料介

电与结构特性以及复杂地表背景参数的反演研究 )
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结合与时间相关［!］的辐射传输方程的高阶解，能发

展有关逆问题的类似求解方法 "也有可能在 #射线
波段探测原子层信息［$%］时，进一步计及多次散射的

影响以及逆问题求解 "

［$］ &’( ) * $!+, !"#$%& $’ (#)*$% +,-.,*.$/ !%,/01$%* ,/- 2,%,3#*%.)

4/5#%0.$/（-.(/( 01’.(1. /(2 3.14(56578 9:.;;）金亚秋 $!!,矢量

辐射传输理论和参数反演（河南科技出版社）

［<］ =1>5:?’1@ A & B $!+, !%,/01$%* !"#$%& 6*,*.0* 2"&0 " !" $C
［D］ =1>5:?’1@ A & $!!< 78#9 " 6). " :/;/; < !!# $+C
［,］ E’75( F G，>4.( 3 H /(2 I’66.;J’. & K $!!L <119 " =1* " "$ ,<!M
［C］ *N’:/(O.; G /(2 F.67/25 $!!+ >?6+! %& ,LD
［L］ PN@;4/(;@8QR/S/:’(5T/ A，PN@;4/(;@8 E，RN46 = /(2 &5:7.(;.( K

K $!!+ >?6+! $’ MM
［M］ E’N E，3/( - /(2 )N * <%%% >?6+! %( D!C
［+］ -/( ) 9 /(2 HN U 0 <%%% <)*, 2"&0 " 6./ " (’ CM（’( >4’(.;.）［韩
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［常 梅、金亚秋 <%%< 物理学报 $! M,］

［$%］ VN =’(7 /(2 )/(7 3/5 <%%% @"./ " 2"&0 "’ +DD

!"#$%&’(" () &*+,,$%’"- )%(. + /+0$% () "(")&12$%’*+/ 1+%,’*/$&
3&’"- ’,$%+,’#$ &(/3,’("& () ,2$ &*+/+% %+4’+,’#$ ,%+"&)$% $53+,’("!

E’/(7 U’Q>4/(7 &’( )/Q*’N
（@#/*#% ’$% A,5# 6),**#%./; ,/- +#3$*# 6#/0./;，,/- 6)"$$9 $’ 4/’$%3,*.$/ 6).#/)#
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