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采用升降算符方法研究了同调谐振子（包括一维谐振子）定态薛定谔方程的严格解，详细讨论了谐振子参量不

同取值范围形成不同基态能量的关系 ’对于有关文献的一些欠完善的提法给予了分析和澄清 ’
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( ) 同调谐振子能量本征值方程
谐振子模型在量子光学理论中有广泛的应

用［(—!］，本文对谐振子参数 ! 与基态能级的关系及
谐振子能级公式作深入讨论 ’
设质量为 " 的粒子在一维势场

#（$）* "!" $" +" , !"" +（""$"） （(-）
中运动（其中 !! . (+% 且为常数，. / 0 $ 0 , /），
若取能量单位为"!，长度单位为（"+"!）(+"，则

#（$）* $" +" , ! +（"$"）， （(1）

相应定态薛定谔方程为（注意：
2
2$ * %）

（(+"）（. %" , $" , ! 3 $"）#（$）* &#（$），（"）
其中 . / 0 $ 0 , / ’势能 #（$）的极小值为

#456 * "! ! ! $，
. / $ 7 ! !.{ (+% ’

（#）

基态能量 &$ 应该满足
［8］

&$ 7 #456 ’ （%）
文献［9—((］也从不同角度给出同调谐振子定

态薛定谔方程（"）’
文献［("］给出了三维各向同性谐振子在球坐标

系中分离变量后，波函数“径向因子 ’(（ ’）”满足的
方程（径向坐标记为 $、波函数“径向因子 ’(（ ’）”记
为#（$）），
（(+"）（. %" , $" , )（ ) , (）3 $"）#（$）* &#（$），

（&）
（式中，, / 7 $!$，能量单位选为"!，长度单位选
为（"+"!）(+"，) * $，(，⋯为角量子数），比较发现，
（&）式与（"）式有以下联系

! * )（ ) , (），) * $，(，⋯ ’ （:）

对于三维各向同性谐振子，若外加“径向离心势

垒”项$+（"$"），（&）式成为
（(+"）（. %" , $" ,（ )（ ) , (）,$）+ $

"）#（$）
* &#（$）， （!）
式中，, / 7 $!$ ’比较（"），（!）式发现

! * )（ ) , (）,$’ （8）
考虑以上情况，（"）式中的 ! 可取大于 . (+%的

任意实常数，以便使方程（"）既代表无“离心势垒”项
的一维谐振子，又代表有“径向离心势垒”项的三维

谐振子 ’
如果记哈密顿算符为

* *（(+"）（. %" , $" , ! 3 $"）， （9）
那么，（"），（&），（!）式可写成

*#（$）* &#（$）’ （($）
方程（"）既可用赝角动量方法求解（见文献

［($］）又可以采用升降算符求解（见文献［((］）’

" ) 谐振子本征方程的升降算符解法
为方便，记方程（"）中的参数 ! 为

! *%（% . (），（! !. (+%）， （((）
解得

% * (+" ;（! , (+%）(+"， （("）
于是，谐振子哈密顿算符（9）式成为
* * *（%）*（(+"）（. %" , $" ,%（% . (）+ $"），

（(#）
其中%所依赖的 ! 是大于等于 . (+% 的实常量，也
可能是由（:），（8）式决定的实常数，而且 * 的厄米
性要求%为实数 ’
升降算符法解定态薛定谔方程的基本思想（见

文献［((］）是
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!）定义一对升降算符（! " #
#"）

#（!）" $ ! % $（!），#&（!）" ! % $（!）（!’）
和一对正定厄米算符 % %（!），% $（!），

% %（!）" #& #，% $（!）" ##&， （!(）
只要

% %（!）" #& # " )%（!）% &（!） （!*+）
和

%$（!）" ##& " )%（! % !）% ’（! % !）（!*,）
成立，而且 &（!）和 ’（!% !）是仅依赖于!的常数 -

)）解一阶微分方程
#（!）"./0（"，!）" 1，

（"./0（"，!）单值连续可归一）， （!2）
并对升降算符“代数运算”来简化定态薛定谔方程

本征值问题的求解 -
考虑到（!’），（!*），（!2）式，对于谐振子只能取

$（!）"!3 " $ "， （!4）
由（!’）—（!4）式各式计算得

&（!）" $ )! $ !，’（! % !）" ! $ )!，（!5）

"./0（"，!）" (1（!）"!/67（$ ") 3)）， （)1）
其中 (1（!）是归一化常数 -如果! 8 $ !3)，并且是
三维或一维半空间问题，计算得

(1（!）"（)3#（! % !3)））!3)， （)!+）
如果!8 $ !3)，并且是一维全空间问题，计算得

(1（!）" )!3) 3［（! %（$ !）)!）#（! % !3)）］!3) -
（)!,）

考虑到（!1）—（!4）式，设 %（!），% %（!），
% $（!）的本征值分别为 )*（!），$*

%（!），$*
$（!），

那么本征方程为

%（!）"*（"，!）" )*（!）"*（"，!），（))+）
%%（!）"*

%（"，!）"$*
%（!）"*

%（"，!），（)),）
%$（!）"*

$（"，!）"$*
$（!）"*

$（"，!）-（))9）
由于算符乘积 #& #，##&（即 % %（!），% $（!））

都是正定厄米算符，其本征值必定大于等于 1 -又因
为是束缚态，能级是分立可数的，按大小依序对本征

值编号，则有

⋯)*（!）8 ⋯ 8 ))（!）8 )!（!）8 )1（!）8 +:;<，

（)=+）
⋯$*

%（!）8 ⋯ 8$)
%（!）8$!

%（!）8$1
%（!）! 1，
（)=,）

⋯$*
$（!）8 ⋯ 8$)

$（!）8$!
$（!）8$1

$（!）! 1-
（)=9）

为方便，设能量本征值

)*（!）"$*（!）3) - （)’）
由（!(）—（)’）式可得

"*
%（"，!）""*（"，!），

$*
%（!）"$*（!）% &（!）， （)(）

"*
$（"，!）""*（"，! % !），

$*
$（!）"$*（! % !）% ’（! % !）- （)*）

考虑到（!2），（!(）和（))）式，由
1 " # % #"./0（"）" % %（!）"1

%（"，!）

"$1
%（!）"1

%（"，!）
得到

"1（"，!）""1
%（"，!）""./0（"，!），

$1
%（!）" 1- （)2）

由（!5），（)(），（)*），（)2）式可得

$1（!）" $ &（!）" )! % !， （)4）

$1
$（!）"$1（! % !）% ’（! % !）" ’ 8 1-（)5）

注意（!(），（!*），（))），（)2），（)5）各式，考察
% %（!）（#&

",
$（"，!））" #& ##&

",
$（"，!）

" #&% $（!）",
$（"，!）

"$,
$（!）（#&

",
$（"，!））

与（)),）比较发现，
!）"*

%（"，!）和 #&
",

$（ "，!）都是 % %（!）的本
征函数；

)）"*
%（"，!）和 #&

",
$（ "，!）分别对应本征值

$*
%（!）和$,

$（!）；
=）$1

%（!）" 1，$!
%（!）8 1，$1

$（!）8 1；

’）能级与波函数一一对应（!为常数时无简
并）-
因而必有

$!
%（!）"$1

$（!），"!
%（"，!）" -! #&

"1
$（"，!），⋯

即

$*
%（!）"$*$!

$（!） * " !，)，⋯ （=1）

"*
%（"，!）" -*#&（!）"*$!

$（"，!）- （=!+）
注意到（)(），（)*）式和波函数的归一性便有

"*（"，!）" -*#&（!）"*$!（"，! % !），

* " !，)，⋯ （=!,）
-*（!）"（$*$!

$（!））$!3) "（$*
%（!））$!3) -（=!9）

联立（!5），（)(），（)*），（)4），（=1）各式得

$*（!）"$*$!（! % !）% ’（! % !）$ &（!）

"$*$)（! % )）% ’（! % )）$ &（! % !）

% ’（! % !）$ &（!）
"$1（! % *）% ’（! % *）% ’（! % * $ !）
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! ⋯ ! !（! ! "）#［"（! ! # # "）
! "（! ! # # $）! ⋯ ! "（!）］，

"#（!）% &# ! $! ! "， （’$(）

"#
#（!）%"#（! ! "）! !（! ! "）% &# ! &，

（’$)）

"#
!（!）%"#（!）! "（!）% &#， （’$*）

$#（!）%（&#）#"+$ , （’’）
到此，我们得到谐振子定态薛定谔方程的解

#-（%，!）% &-（!）%!./0（# %$ +$）， （’&(）

##（%，!）%（&#）#"+$ ’1（!）###"（%，! ! "），（’&)）

(#（!）%"#（!）+$ % $# !! ! "+$，

# % "，$，⋯ （’&*）
特别注意（"$）式，!有两种可能值 ,为保证#-（ %，!）
的有限性，由（’&(）式和（$"）式导出过程可知，必须
要求!2 # "+$，即

! ! "+$ 2 - , （’3）
考虑到!必须为实数，这相当于要求

! %!# % "+$ #（) ! "+&）"+$，# "+&! ) 4 ’+&，
（’5(）

! %!! % "+$ !（) ! "+&）"+$，# "+&! ) 4 6，
（’5)）

现在的问题是，对于超过 ’+&的 ) 值，还有没有
比（’5)）式决定的!更低的!值？对于大的 ) 值，
基态能级计算公式 (- %!! "+$中的!仍由（’5）式
决定吗？

’7 基态能级与谐振子参数 ) 的关系

!"#" 决定基态能级的因素

首先，(- 和#-（ %，!）是定态薛定谔方程的解，
而且#-（%，!）可归一化，(- 是实数 ,
其次，要大于“实际”势能函数的极小值（参见文

献［8］），即（&）式要满足 ,
第三，基态是能量最低的态 ,
当 ) 超过 ’+& 后由（’5(）决定的!值不满足

（’3）式以致（’&(）不可归一化 ,这时我们考察

! % $* ! "+$ #（) ! "+&）"+$，或 "+$ !（) ! "+&）"+$，
（’9）

(# % (- ! $# （# % -，"，$，⋯），（’8）

(- %! ! "+$

% :;<（$* ! " # ) !" "+&，" ! ) !" "+&），（’=）

其中 * 是使（&）式成立的最小正整数，:;<表示取
最小值 ,从（’=）式中找出基态能级 ,

!"$" 一维谐振子能级公式

对于一维谐振子（ # 6 4 % 4 ! 6），势能函数
由（")）式给出，势能函数极小值由（’）式给出 ,

"）当 - 2 ) 2 # "+& 时，+:;< % # 6 ,要求 (- 2
+:;<，基态能量为

(- % " #（) ! "+&）"+$ （"+$ 4 (- 4 "），（&-）
系统的能级由两个公式给出：

(#
# % $# ! (- （# % -，"，⋯）， （&"(）

(#
! % $# ! $ # (- （# % -，"，⋯）,（&")）

$）) % # "+&时!% "+$，(- % "，能级公式成为

(# % $# ! " （# % -，"，⋯）, （&$）

’）) % -时，! % - 或 "，(- % "+$，(# % $# ! "+$
和 (# % $# ! ’+$，等价于

(# % # ! "+$ （# % -，"，⋯）， （&’）
对一维半空间问题 - 4 % 4 ! 6，波函数连续性要求

##（-，!）% -， （&&）
只有!% "才满足（&&）式 ,于是 ) % -的一维半空间
谐振子问题能级公式为

(# % $# ! ’+$ （# % -，"，⋯）， （&3）
文献［"’］使用的能级公式属于这种情况 ,

&）) 2 -，+:;< % )"+$，能级公式为

(# % $# ! (- （(- 2 +:;<；# % -，"，⋯），
（&5）

其中的 (- 由（’=）式决定，要求 (- 2 +:;<，即

$* ! " #（) ! "+&）"+$ 2 )"+$， （&9）
* 是使（&9）式成立的最小正整数 ,这时有两个能级
公式

(#
# % $# ! $* ! " #（) ! "+&）"+$，

# % -，"，⋯ （&8(）
(#

! % $# ! " !（) ! "+&）"+$ # % -，"，⋯
（&8)）

给定 ) 值计算出* 再从（&8）式中决定基态能级 ,
例 # 取 ) % -7"&，由（&9）式得出 * % -，及
(#

# % $# ! -7’933， # % -，"，⋯

(#
! % $# ! "75$&3， # % -，"，⋯ ,

可见在一维谐振子势能 %$ +$中再加上同调项（或称
势垒项）-7"&+（$%$）后，谐振子基态能级 (- % -7’933
比标准谐振子基态能级 (- % -73还要低，我们认为
这是由于同调谐振子相当于两个相互关联的一维谐
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振子，因而将有比单个谐振子更低的基态能量 !
例 ! 取 ! " #$%&，由（&%）式得出 " " ’，及
#$

( " )$ * )$##+#’， $ " #，’，⋯

#$
* " )$ * ’$,,&,,， $ " #，’，⋯ !

两个能级公式决定的能级十分接近，基态能量为

## " ##
* " ’$,,&,, !

与例 ’比较发现：随着加入的势垒项强度的加大（即
! 变大），势能极小值 %-./变大，同调谐振子将有越

来越高的基态能量 ## !
当 ! " &) ( ’0&（& " #，’，)⋯）时，同调谐振子基

态能级为 ## " ’ * &，这是因为由（&%）式决定的 " "
&，因而有

## " )" * ’ (（! * ’0&）’0)

" ’ * & " ’ *（! * ’0&）’0) !
文献［’#］提供的基态能级公式没有说明是一维

还是三维，也没有说明“势垒项”是实际势能的一部

分（这时必须考虑（&）式）或者是三维谐振子在球系
中分离变量时产生的角动量部分 ’（ ’ * ’）0（)()）（这

时“势垒项”并不是实际势能的一部分，因而不需要

考虑（&）式），文献［’#］给出的（1)）式中 ! 的取值范
围是不正确的 !对于一维同调谐振子，正确的 ! 和
" 的关系只能是（&%）式，或者改写为

! 2 )（"）， （&,）
其中

)（"）"［（（)" * ’）) ( #$)+）0（)（)" * ’））］)，
（+#）

! 给定后，" 由小到大取值代入（+#）式计算，找出满
足（&,）式的最小 " 值，代入（&3）式就得到能级公
式 !前三个 )（"）为 )（#）" #$’&#41，)（’）" )$’)4%，
)（)）" 4$’)+4 !

"#"# 三维谐振子能级公式

对于三维同调谐振子，“离心势能项”或称为同

调项中的 ! 可能是由（4）或（3）式给出的 !这时，实
际势能为

%（(）" () 0) *（! ( ’（ ’ * ’））0（)()）

# 2 ( 2 * 5， （+’）
%-./ "（! ( ’（ ’ * ’））’0)，或 ( 5 ! （+)）

’）! " ’（ ’ * ’），%-./ " #

’0) 6（! * ’0&）’0) " ’0) 6（ ’ * ’0)）! （+1）
如果 ’ " #，!" #或 ’都满足归一化条件要求的（1+）
式，这时基态能量有两种可能性，即 ## "! * ’0) "
’0)或 10) ! 如果认为三维谐振子的基态退化为一维
运动（？），那么 ## " ’0)；如果认为三维谐振子可分
离变量为三个一维谐振子，则基态能量为 ## " 10)
（相当于取!" ’），#$ " )$ * 10) !
如果 ’ " ’，)，⋯，!" ’ * ’或 ( ’，但!" ( ’ 不

满足归一化条件要求的（1+）式，因而这时!" ’ * ’，
能级公式为

#$ " )$ *! * ’0) " )$ * ’ * 10)，

$ " #，’，⋯ （+&）
上式也适用于 ’ " #!注意基态能量是 10) !

)）! " ’（ ’ * ’）*"，7"7!’或"!!
如果"2 #，%-./ " ( 5，不要求 ## 8 #，但归一

化条件要求（1+）式成立，对于大的 ’ 值

! * ’0) " ’ (（ ’（ ’ * ’）*" * ’0&）’0) 8 #
不满足，应该有

##
( "! * ’0) " )" * ’ (（ ’（ ’ * ’）

*" * ’0&）’0) 8 #， （++9）
# *

# "! * ’0) " ’ *（ ’（ ’ * ’）*" * ’0&）’0)，
（++:）

其中 " 是使（++9）成立的最小正整数 !对于给定的 ’
和"，可从 ##

(和 ##
*选出最小值作为系统的基态 !

例 " ! " +$%，相当于 ’ " )，"" ( #$1，由（++9）
式计算得 " " ’，##

( " #$+4#%13，##
* " 1$&1,)4，

## " ##
( !
如果"8 #，%-./ ""

’0) 8 #，由 ## 8 %-./有

##
( "! * ’0) " )" * ’ (（ ’（ ’ * ’）

*" * ’0&）’0) 8"
’0)， （+49）

##
* "! * ’0) " ’ *（ ’（ ’ * ’）*" * ’0&）’0) !

（+4:）
最后的能级公式为

#$ " ##
( * )$， $ " #，’，)，⋯ （+%9）

#$ " ##
* * )$， $ " #，’，)，⋯ （+%:）

例 $ ! " 4$1，相当于 ’ " )，"" #$1，由（+4）式
计算得 " " )，##

( " )$&&#%，##
* " 1$++,1，## "

##
( !
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