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将 ’()*+,-. 和 /*0,1)( 引入的直接约化方法推广并应用到（" 2 !）维 ’)3),,)45-(3 方程组，获得了该方程的若干

相似约化和解析解，其中包括 6-78,98: 方程和 ;<*.-0((8 方程 =约化结果得到了 ><)+-. 解、’0,?-. 解和关于时间 ! 的奇

异解 =该方法也适用于其他有重要物理背景的非线性演化方程 =

关键词：’)3),,)45-3( 方程，相似约化，直接方法，解析解
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!浙江省自然科学基金（批准号：!$$$#@）资助的课题 =

! A 引 言

随着科学技术的不断发展和人们对自然现象的

不断深入了解，很多有重要意义的自然科学与工程

技术常常要归结为非线性方程，特别是孤子方程，然

而求解非线性方程较困难，这需要首先对方程进行

约化 =目前存在三种有效的偏微分方程相似约化方

法：（!）经典法———无穷小变量的 68< 群法［!，"］；（"）

非经典法———条件对称法［#，%］；（#）’/ 法———直接约

化方法［B，C］=直接约化方法没有引入群的概念，在一

定程度上简化了繁琐的数学运算，并且用该方法很

可能得到经典 68< 群法所不能得到的约化结果 = 这

种方法已被广泛地运用于（! 2 !）维、（" 2 !）维非线

性演化方程，如 ;-0,,8.<,D 方程、;0*7<*, 方程、/> 方

程、/EF 方 程、3/EF 方 程、G;/ 方 程、H/ 方 程 及

I/EF方程等［&—""］=但在（" 2 !）维非线性方程组中的

应用，特别是系统的方程个数大于 " 的推广甚少 =本
文以（" 2 !）维的 ’)3),,)45-(3 方程组（’5J,）

"! K #"$ 2 ""#$ L $， （!）

#% 2 "#$ K "#$$ K ""&$ L $， （"）

&$ 2（ "&）$ 2（ "&$）$ L $ （#）

为例，进 行 进 一 步 研 究 = ’)3),,)45-(3 方 程 组 是

/*)<.+<(，I<.918(M<(). 和 H<.:10+［"］在对浅水波进行

多尺度分析研究时首先导出的，并用 68< 对称法将

系统（!）—（#）约 化 为（! 2 !）的 偏 微 分 方 程 组

（>NJ,），求得了一些特解，如 ><)+-. 解，然后通过提

出该系统的所有 6)O 对证明了它们的可积性 = 本文

将用 ’()*+,-. 和 /*0,1)( 的直接约化方法推广并应

用于系统（!）—（#）中，将它们约化为常微分方程

（PNJ），获得了若干相似约化和解析解，其中包括

6-78,98: 方程，><)+-. 解、’0,?-. 解及显含时间 ! 的奇

异解 =

" A ’)3),,)45-(3 方程的相似约化与解

析解

类似于文献［!，B］的方法，对于方程（!）—（#），

寻求下述形式的相似解：

#（$，%，!）L!（$，%，!）2"（$，%，!）’（ (），（%）

"（$，%，!）L )（$，%，!）2 *（$，%，!）+（ (），（B）

&（$，%，!）L#（$，%，!）2$（$，%，!）,（ (），

( L (（$，%，!）， （C）

其中!，"，)，*，#，$，( 分别为上述表示式中变量 $，

%，! 的函数，’（ (），+（ (），,（ (）只是 ( 的函数且满

足常微分方程 =将（%）—（C）式代入系统（!）—（#）

"! K #"$ 2 ""#$

L -! 2 -" + 2 -# ’ 2 -% ’+ 2 -B +Q
2 -C ’Q K *"($’+Q 2 "*"($’Q+ L $， （&）
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!" ! #!$ " #!$$ " ##%$

$ &% " && ’ ! &’ ( ! &() ) " &(( ’)

! &(# () ! &(* (+ " &(, ’+ ! &(- (+)

" &(. ’+) " &(% (/ " *!+
#
$(/)

$ )， （&）

%$ !（ #%）$ !（ #%$）$

$ ,(& ! ,(’ ’ ! ,#) ) ! ,#( ’) ! ,## ’+
! ,#* )+ ! ,#, ’)+ ! ,#- ’+) ! ,#. ’/

! *"+
#
$（’+)）+

$ )， （’）

其中“+”和“/”分别为 010 + 和 0# 10 +#，

-( $ #.#$ "#.$ ! ./ ，

-# $ #*#$ "#*$ ! */ ，

-* $ #.!$ "!.$ ，

-, $ #*!$ "!*$，

-- $ *+/ "#*+$，

-. $ #.!+$，

&% $ .#$ " #.$$ " .#$$ !#" ，

&& $ #."$ ，

&’ $ .!$ " .!$$ !!" ，

&() $ *#$ " #*$$ " *#$$ ，

&(( $ #*"$，

&(# $ *!$ " *!$$ ，

&(* $ .!+$ !!+" " #.!$+$ " .!+$$ ，

&(, $ #."+$，

&(- $ *!+$ " #*!$+$ " *!+$$，

&(. $ #*"+$ ，

&(% $ .!+
#
$，

,(& $$" !（.$ ! .$$）$ ，

,(’ $"" !（." ! ."$）$ ，

,#) $（*$ ! *$$）$ ，

,#( $（*" ! *"$）$ ，

,## $"+" ! ."（ +$ ! +$$）!".$+$ ! #."$+$ ，

,#* $ *（$ !$$）+$ ，

,#, $ *（" !"$）+$，

,#- $ *"（ +$ ! +$$）!"*$+$ ! #*"$+$ ，

,#. $ ."+
#
$ 2

根据假设，方程（%）—（’）为 (，)，’ 关于 + 的

常微分方程组，所以 (，)，’ 及其导数乘积的系数

之比只是关于 + 的函数，即要满足：

-0 $ *!+$%0（ +）， 0 $ (，#，⋯，.， （()）

&1 $ *!+
#
$%1（ +）， 1 $ %，&，⋯，(%， （((）

,2 $ *"+
#
$%2（ +）， 2 $ (&，(’，⋯，#.，（(#）

其中%0（ +）（ 0 $ (，#，⋯，#.）为 + 的任意函数 2
类似于文献［-，.］，为了求解方程（()）—（(#），

决定#，!，.，*，$，"，(，)，’，+，并注意到在设定相

似解（,）—（.）式时存在一定的自由度，为了固定其

自由度，应作一定规则［(，-］，因这些规则已在许多文

献中表述，在此不再赘述 2 但须注意，每个规则使用

相应的自由度，且只能使用一次，过多地使用规则将

失去一般性 2运用这些规则，可以求得

%. $%( $ %* $ %(, $ %(% $ %#. $ %-

$%(. " # $ %(* " ( $ %## " ( $ %(# $ %,

$%(( $ %(- " ( $ %#, " ( $ %#- " ( $ %#,

$%(& $ %#) $ %#( $ %## " ( $ %#* $ %%

$%# $ )， （(*）

%’ $ %(’ $ 3， （(,）

. $$ $ )， （(-）

+（$，"，/）$ $ !&" !’（ /）， （(.）

# $
+/
+$

$’/（ /）， （(%）

* $
+"
+#$

$&， （(&）

! $" $(（ /）345（3&"）， （(’）

其中 3，&为任意常数，’（ /），(（ /）为 / 的任意函数 2
下面通过（(*）—（(’）式，讨论系统（(）—（*）约

化的一般情形及其特解 6
当 3!) 时，可得系统（(）—（*）的相似约化 2
!（$，"，/）$’/（ /）!(（ /）345（3&"）(（ +），（#)）

#（$，"，/）$&)（ +）， （#(）

%（$，"，/）$(（ /）345（3&"）(（ +）， （##）

#(+) " ()+ $ )， （#*）

(/) ! #’+) " (+) " (+ " 3( $ )， （#,）

（’+)）+ !（’)）+ ! ’+ ! 3’ $ )2 （#-）

当 3 $ ) 时，则可得方程（#*）—（#-）的一些特解，如

7389:; 解、<=>5:; 解 2
!（$，"，/）$’/ !(（ /）(（ +），

#（$，"，/）$&)（ +），

%（$，"，/）$(（ /）(（ +）， （#.）

#(+) " ()+ $ )， （#%）

(/) ! #’+) " (+) " (+ $ )， （#&）

（’+)）+ !（’)）+ ! ’+ $ ) 2 （#’）

方程（#%）—（#’）可以转化为椭圆积分方程 2 对方程

（#%）—（#’）积分一次，得
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! ! "#"， （#$）

$ ! %
" & #’ ( # & %

"# & %( )% ， （#%）

$’ ( $ ( $
! &

%"

! ! $， （#"）

其中 "，%% 和 %" 为任意积分常数 ) 将方程（#$）和

（#%）代入方程（#"），乘以 #’ 后积分一次，得

（#’）" !
#* ( &% ## ( &" #" ( &# ## ( &*

#" ，

（##）

其中 &% ! "%，&" ! & *%#，&# ! & "
"（%% & %"）

，&* !

%
"" ，%# ! +,-./ )，当选取适当的常数后，方程（##）就是

文献［"］中的方程（*0），（1#），（12），（13）的情况 ) 而

4565..578,96 方程中具有重要意义的物理量只是

’（(，)，*）［"］: 若取!*（ *）!"（ *）! +,-./ )时，’（ (，)，

*）! &$ #（ +），所以他们对 #（ +）作了详细的讨论 )这
里只写出方程（##）的结果 )

若 &# ! &* ! $，从方程（##）得 ;<5=,- 解

#（ +）! ,<>?（& @ + @）( #$ ) （#*）

上式图示见图 % )

图 % ’（ (，)，*）! <>?（ & @ ( ( ) ( * @），* ! $，( ! & #⋯#，) ! & #
⋯# 时的 ;<5=,- 解

若在 + ! $ 处 # ! $，并且 &# A $，&* ! $，方程（##）有

4B.?,- 解 )
#（ +）!#+"C# @ +!$，

# ! #
" &"( )#

"C#

) （#0）

对方程（"2）—（"3）求解时，如果积分常数全取为零，

还可以进一步将系统（%）—（#）约化为

! ! #"， （#1）

"$ !（# & # &% & #’）， （#2）

#D ! # & # &# ) （#E）

对（#E）式积分二次，得

#" ( #* (" % ! &<>?（F " +）， （#3）

其显式精确解由 G5?9< 或 G5/H<65/I+5 容易解得

#（ +）! F "&<>?（F +）（& % ( &" <>?（F * +" ））
"&<>?（F +） )

（*$）

特别当 #*#% 时，

# ! &$ <>?（F +）， （*%）

! ! #" ! &"
$ <>?（F " +）， （*"）

$% ! &
&$

" <>?（& +），

$" ! &
&$

" <>?（ +）( &$ <>?（& +）) （*#）

从而得到系统（%）—（#）二组解

’%（(，)，*）!!*（ *）( &$"（ *）<>?［( ($) (!（ *）］，

（**）

-%（(，)，*）! &"
$$<>?［"（( ($) (!（ *））］， （*0）

.%（(，)，*）! &
&$

""（ *）<>?［&（( ($) (!（ *））］

（*1）

和

’"（(，)，*）!!*（ *）( &$"（ *）

J <>?［&（( ($) (!（ *））］， （*2）

-"（(，)，*）! &"
$$<>?［& "（( ($) (!（ *））］，（*E）

."（(，)，*）! &
&$

""（ *）<>?（( ($) (!（ *））

( &$"（ *）<>?［&（( ($) (!（ *））］，

（*3）

其中 &，&$ 为任意常数 )

上述的讨论仅对 +($$ 的情况成立 ) 若 +( ! $，

即 + ! +（)，*），这时系统（%）—（#）变为

%+*!’ (（"%%( &%%(）#!
(（"/%( &%/(）# (（"%&( &&%( ( %* ）!

( "/&( &&/( ( /* ! $， （0$）

%+)#’ (（%%( & %%）#! &（"%’(）$!

(（%&( & "%(( & %&((）! &（"/’(）$

(（/%( &&%(( (%)）# ( /&( & "/((

& /&(( (&) ! $， （0%）

’+)$’ (（%’ ( %’(）($! (（%( ( %((）(!

(［’) (（/’ ( /’(）(］$ (() (（/( ( /((）(

! $) （0"）

根据假设，方程（0$）—（0"）也是 #，!，$ 关于 + 的常
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微分方程组，所以 !，"，# 及其导数乘积的系数之

比只是关于 $ 的函数，即要满足：

!%!& "!%& # %’ $ ($’)%（ $）， （&’）

!(!& "!(& # (’ $ ($’)!（ $）， （&(）

!%"& ""%& $ ($’)’（ $）， （&&）

!("& ""(& $ ($’)(（ $）， （&)）

%!& " !%#& " %!&& #!* $"$*)&（ $）， （&*）

!%$& $"$*))（ $）， （&+）

%"& ""%&& #"* $"$*)*（ $）， （&,）

(!& " !(#& " (!&& $"$*)+（ $）， （)-）

!($& $"$*),（ $）， （)%）

("& " ((&& $"$*)%-（ $）， （)!）

#* #（%# # %#&）& $$$*)%%（ $）， （)’）

$* #（%$ # %$&）& $$$*)%!（ $）， （)(）

（(# # (#&）& $$$*)%’（ $）， （)&）

（($ # ($&）& $$$*)%(（ $）. （))）

以上各式中 )+（ $）（ + $ %，!，⋯，%(）为 $（ *，’）的任

意待定函数 .根据类似的规则，可作与 $&!- 时完全

相同的分析，从方程（&’）—（))）可得

! $ % $# $ -， （)*）

( $ (（&，*）， （)+）

" $"（&，’）， （),）

$ $$（&，’）， （*-）

)) $ )% $ )’ $ )& $ )%% $ )%!

$ )%’ $ )! $ )* $ )+

$ ), " , $ -/ （*%）

这时方程（%）—（’）约化为

"0 # )(（ $）!" $ -， （*!）

!0 " ,#" # )%-（ $）!" $ -， （*’）

#0 # )%(（ $）#" $ -， （*(）

其中 , $ 12345 .，

)(（ $）$
!("& ""(&
"$’

，

)%-（ $）$
("& " ("&&

"$*
，

)%(（ $）$
（($ # ($&）&

$$*
.

显然方程（*!）—（*(）存在不同类型的相似约化和相

似解 .这里给出一些特解，如取! $ % $#$ -，"$ (
$ & #"- .$ $ %，$ $ * # ’ 时，有 )( $ )%- $ )%( $ %，

则方程（*!）—（*(）化为

"0 # !" $ -， （*&）

!0 # !" $ -， （*)）

#0 # #" $ -. （**）

这里有两种情况的解：

%）当 ! $ " 时，从方程（*&）—（**）可求得系统

（%）—（’）的解析解

-（&，*，’）$
& #"-

* # ’ # .%
， （*+）

/（&，*，’）$
& #"-

* # ’ # .%
， （*,）

0（&，*，’）$
.!

* # ’ # .%
. （+-）

!）当 ! $ " " .’，.’ 6 - 时，方程（*&）—（**）将

变为 72894591 方程

"0 $ .’ " " "!， （+%）

可求得系统（%）—（’）的解析解 .
当 .( : .’ 时

-（&，*，’）$
.’
!（& #"-） " % # 5;3<

.’
!（* # ’ # .([ ]），

（+!）

/（&，*，’）$
.’
!（& #"-）% # 5;3<

.’
!（* # ’ # .([ ]），

（+’）

0（&，*，’）$
.&

% "
.(
.’

#
.(
.’
=>?［ .’（* # ’）］

. （+(）

当 .( 6 .’ 时

-（&，*，’）$
.’
!（& #"-） " % # 125<

.’
!（* # ’ # .([ ]），

（+&）

/（&，*，’）$
.’
!（& #"-）% # 125<

.’
!（* # ’ # .([ ]），

（+)）

0（&，*，’）$
.&

% "
.(
.’

#
.(
.’
=>?［ .’（* # ’）］

， （+*）

其中 .+（ + $ %，!，⋯，&），"- 为任意常数 .

’ / 结 论

本文将有效的直接约化法成功地推广并应用于

（! # %）维的 @;A;44;BC2DA 方程组，获得了若干不同

类型的相似约化和解析解，其中包括 E911;59 方程、

72894591 方程，F=;G23 解、@H4?23 解及显含时间的奇

异解 .方程（’’）与文献［!］经典 79= 群法所得结果相

,!(!%% 期 郑春龙等：（! # %）维 @;A;44;BC2DA 方程的相似约化与解析解



同 !相信这种方法可进一步推广并应用于其他有重

要物理背景的非线性微分方程 !但是如何运用条件

对称主法，即非经典 "#$ 群法得到本文所给出的所

有结果或者得到其他新的结果等问题，有待于进一

步研究 !
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