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将含时量子系统状态的演化看成物质波波束沿时间轴的传输，引入束宽、发散角、曲率半径、品质因子和束熵

表征波束的传输 *发现品质因子守恒的量子系统，其动量算子和位置算子呈线性演化，传播子可以表达成 !"#$ 的

形式，最小波包（品质因子为 !）的形式不随时间改变 *讨论了对常数势能系统和谐振子系统的应用 *
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!国家科学技术部重点攻关计划（批准号："%%%+%()）和广东省自然科学基金团队项目（批准号："%%%#%(!）资助的课题 *

长期以来，求解含时量子系统一直是大家十分

感兴趣的课题［!］* 大多数问题（例如激发态［"］）只能

用数 值 方 法 近 似 求 解，只 有 少 数 问 题（例 如 谐 振

子［#］）才能精确求解 *鉴于物质波与光波的相似性，

本文将光束传输参数［$—(］用于研究含时量子系统状

态的演化，发现 ,-./-01-23 图像中品质因子守恒系

统的坐标算子和动量算子的演化呈线性化，而且可

以用 " 4 " 的 !"#$ 矩阵来表示，相应的传播子可以

表达成 !"#$ 矩阵元的函数，本文称之为 !"#$ 形

式 *鉴于 !"#$ 矩阵是研究激光器的重要工具［&］，本

文对物质波与光波相似形的揭示，对于借鉴激光器

的研究方法研究原子激射器［)］的理论和应用具有重

要价值 *
设含时量子系统的 ,56.7890.50 量为 %，相应的

:;<2=>.03-2 方程为

.!!!& ?"〉@ % ?"〉， （!5）

% @ %% A ’， %% @ (" B ")， （!1）

式中 ?"〉表征量子系统的状态 *为了简单起见，这里

已经假定了 ,56.7890.50 量的具体形式 * % 为动量，)
为质量 *量子系统的质心运动和原子分子系统的内

部运动都可以写成方程（!）的形式 * 方程（!）与傍轴

光束所满足的波动方程［$—(］相似，前者沿时间轴传

输（没有引入任何近似），后者沿光轴传输（在傍轴近

似下）［$—(］*因此，量子系统可以与光束类比 *它们的

不同在于它们的组成粒子，量子系统的粒子有静止

质量，而光子没有 * 它们的相同在于状态的演化，都

满足 :;<2=>.03-2 方程 * 如果将量子系统的状态看成

物质波，量子系统状态的演化就可以看成波束沿时

间轴的传输，例如原子激射束（5896 75/-2 1-56）［)］*因
此，% 可以看成波束的动量 *在空间坐标表象中，有

% @ C .!#D#&，& 为波束的位置，相应的维数为 * *为
了简单起见，本文只讨论中心对称系统 *

鉴于波束与光束状态传输的相似性，本文借鉴

表征光束传输的光束参数来表征波束的传输 * 动力

学变量 + 的期望值为〈+〉@〈" ?+ ?"〉* 引入归一化

因子 ,，参照文献［$，’］对光束参数的定义，将波束

的束宽 -、发散角$、曲率半径 . 和品质因子 / 分

别定义为

-" @ $〈（ & C〈 &〉）"〉B ,*，

$" @ $〈（% C〈%〉）"〉B ,*，

-" D. @ "〈（ & C〈 &〉）·% A %·（ & C〈 &〉）〉B ,*
和

/$ @（-"$" C -$ D."）D$!" *
显然，束宽表征某一个时刻空间位置表象中波函数
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的形状，而发散角表征某一个时刻动量表象中波函

数形状 !本文（"）式表明波束的曲率半径标度束宽的

变化，波束品质因子则从新的角度反映了测不准关

系 !对于本文讨论的中心对称系统，〈 !〉#〈"〉# $!
根据（%）式，可得动力学变量 ! 期望值的进化

方程为

&!
’
’ "〈!〉# &!〈!

!
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〉(〈［!，#］〉! （)）

与文献［*，+］类似，根据定义可以直接得到
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（*）式可以用于判断量子系统的品质因子是否守恒 !
当品质因子守恒时，可以在曲率半径为/的束腰计

算品质因子，根据测不准关系容易证明 )!% ! ) # %
对应于最小波包 !品质因子的大小实际上表征了波

束偏离最小波包的程度 !当品质因子不守恒时，如果

（*）式等号右边可以化为全微分的形式，即可以定义

一个有效的发散角"011，使相应的有效品质因子 ’*
011

#（$)")
*++ , $* 2 &)）3*!) 守恒，例如 456078&96:0&9 凝

聚系统［;］!限于篇幅，本文只讨论品质因子守恒的量

子系统 !
由于品质因子守恒，可以引入复数曲率半径 ,，

, , % # & , % ( )&!’) $ , ) !根据（"）和（*）式，可得品质

因子守恒的充要条件为

’’*

’ " # $"% ’,
’ " # % , ,) ’")

’$) ! （+）

引入 <&=>::& 代换［%$］，% 2 ,（ "）#［% 2 -（ "）］’-（ "）2 ’ "，
与文献［%$］类似的办法，可将两个时刻（ ") ? "% ）的

复数曲率半径用 ./01 * 个参数关联
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显然 .1 , /0 为常数 !对于本文给出的传输参数的

定义，

.1 , /0 # %! （;）

本文讨论的量子系统的势能 2 为实函数，.，

/，0 和1 为实数 !分别取（@）式的实部和虚部，利用

（;）式，可得
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由于品质因子守恒，根据（+）式，可得发散角"的表

达式，利用（"）和（A）—（%%）式，可得

")
) #（0 ( 1& ,%

% ）) $)
% ( *1)!) ’*

% $ ,)
% ! （%)）

分别对（%$）和（%)）式求微分，利用（"），（;）和（%%）

式，可得（A）和（-）式 !根据（@）—（-）式求复数曲率半

径的微分，可知（+）式成立 !这些推导说明，本文的讨

论是自洽的 !
引入演化算子为 3（ "，$），

B#4（ "4）〉# 34（ "4，$）B#（$）〉 （ 4 # %，)）!

在 C0&609D0EF 图像中，状态 B#C〉和动力学变量 !C 分

别为

B#C〉# 3 (（ "，$）B#（ "）〉

和

!C # 3 (（ "，$）!3（ "，$），

式中演化算子的厄米共轭算子记为 3 (（ 5，$）!根据

波束传输参数的定义，由（%$）和（%)）式，可得

!C) # G（.!C% ( /"C%），

"C) # G（0!C% ( 1"C%）! （%"）

由此可见，对于品质因子守恒的量子系统，波束的动

量和位置的演化满足线性关系 ! 根据空间坐标算子

和动量算子的对易关系和（%"）式，可以证明（;）式 !
根据物理变换的意义，（%"）式等号右边小括号前面

取”( ”号，因此有

!6 # .6! ( /6"， "6 # 06! ( 16"，（%*）

式中 6（ ")，"%）# 3)（ ")，$）3 (
%（ "%，$）!

在空间坐标表象中，分别用〈 !) B和 B!%〉左乘和右

乘（%*）式，可得

!) 7（ !)，!%；")，"%）

# .!% 7（ !)，!%；")，"%）( &/! !!!%
7（ !)，!%；")，"%），

（%+）

, &! !!!)
7（ !)，!%；")，"%）# 0!% 7（ !)，!%；")，"%）

( &1! !!!%
7（ !)，!%；")，"%）， （%@）

式中 7（ !)，!%；")，"%）#〈 !) B6（ ")，"%）B!%〉为传播子：

#)（ !)，")）##7（ !)，!%；")，"%）#%（ !%，"%）’!% !

（%A）
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根据以上两式可以将传播子表示成 !"#$ 形式：

%（ !!，!"；&!，&"）# $ %( )"’

&
!

’ ()* % !"’（!(!" $ !!"· !! + $(!![ ]） , （"-）

根据（.），（"/）和（"-）式，容易证明，如果用复数曲率

半径将（"）式的解表达成如下形式：

!（ !，&）# )（ &）
*+ ()* %"(!

!( )+ ， （"0）

解的形式在波束传输过程中将保持不变，例如，用于

表征波束形状陡峭度的因子〈 (1〉2〈 (!〉! 为常数［""］,
由于 , # "，（"0）式就是最小波包 ,如果将束熵定义

为 - # $〈34 5!（ !，.）5 !〉2 /，根据（"），（6）和（"0）式，

可得

&-
& & # 0

*1 , （!7）

显然，束熵变化的符号与曲率半径变化符号一致，能

够反映波束的聚焦或发散情况 ,（8）和（!7）式表明，

曲率半径不仅标度了束宽的演化，而且标度了束熵

的演化 ,
从上面的讨论可知，本文通过引入波束传输参

数，将品质因子守恒的量子系统含时 9:;<=&%4>(< 方

程的求解转化为一阶常微分方程（6）的求解，大大简

化了问题的研究 , &#! ?&2! 可以根据〈3〉的演化方

程由（!）式求得 , 势能为常数系统的 !"#$ 参数为

（4 # &! $ &"），! # $ # "，" # 4 ?*，# # 7, 谐振子系

统的势能可以具有多种形式，势能不同，!"#$ 参数

也会不同 ,势能为 5 # *$
! (! ?! 的谐振子系统，!"#$

参数为

! "( )# $
#

:@A$4 A%4$4 ?（*$）

$ *$A%4$4 :@A$
( )4

，（!"）

势能为 5 # *)（ &）$
! (! 2 ! 的谐振子系统，（6）式为

* &+
& . # " + *! )（ &）$

! +! , （!!）

例如，对于 )（ &）#%+ &，!"#$ 参数可以表达成第一

类修正的 B(AA(3 函数的形式 ,限于篇幅，我们将在另

文中详细讨论 ,
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