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研究了目前流行的几种相空间重构技术，分析了它们存在的不足，在此基础上提出了两种适合于不同情况下

的重构方法，并初步分析了它们重构的质量 ’在仿真实验中，由于两种方法都运用了小波降噪技术而具有一定的降
噪能力，同时还可以看出第一种方法比第二种方法好 ’因此，在通常情况下，可以用第一种方法对信号进行重构 ’而
在工程应用中，如需要重构的嵌入维较小时，可用第二种方法来对信号进行重构 ’
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!辽宁省博士启动基金（批准号："$$!!$"$)(）资助的课题 ’

! * 引 言

混沌是一种低阶确定性的非线性动力系统所表

现出来的非常复杂的行为，它对现代科学具有广泛

而深远的影响，几乎覆盖了一切学科领域，尤其是在

物理学、天体力学、数学、生物学、经济学等方面得到

了广泛的应用 ’在对混沌时间序列的各种分析中，如
混沌预测（+,-./01/23 24 05627）、动力学不变量（.8369:
/06; /3<6,/6317）的估计、混沌信号的诊断（.-1-01/23 24
05627）等，所要进行的第一步工作是要对混沌信号
进行相空间重构 ’ !)%!年 =6>-37［!］提出了相空间重
构的延时坐标法，奠定了相空间重构技术的基础，这

种方法用单一的标量时间序列来重构相空间，包括

吸引子、动态特性和相空间的拓扑结构 ’现已成为最
主要、最基本的相空间重构方法 ’

=6>-37的嵌入定理叙述如下：
设 ! 是 " 维紧流形 ’对于变换对（#，$），# 是

一个光滑的（%"）矢量场，$ 是 ! 上的光滑函数，则

!#，$：!" &"" ? ! 是一个嵌入 ’ 这里 !#，$（ ’）@

（$（’），$（"!（’）），⋯，$（"""（ ’））），而"( 是 ’ 的一

个流 ’
此定理很容易与实际问题相对应 ’ # 对应于一

动力系统的系统方程，! 对应于该系统的吸引子 ’

而 $ 则对应于系统状态与测量数据之间的函数关
系 ’因此，在对时间序列进行重构时，可以用下列方
法来应用 =6>-37嵌入定理 ’
设一 ) 点标量时间序列为｛*（ ($ ? +·!(）：+

@ $，!，⋯，) A !｝，重构的相空间为 &,，则重构轨

迹为

#- @（’（ (-），’（ (- ? .·!(），⋯，’（ (-
?（, A !）·.·!(）），

- @ !，"，B，⋯，!，
’（ (/）@ *（ ($ ?（ / A !）·!(）， / @ !，"，⋯，)，
式中 #- 为重构相空间 &, 中! 点重构轨迹中的第 -
个点，而 ! @ ) A（, A !）·.，, 是嵌入维，#@ .·

!(是时间延迟，#0 @（, A !）#是时间窗，其中!(
为采样周期 ’可见，在重构相空间时只要选择 ,，#
和#0 中的任意两个参数即可，另一个参数可由#0

@（, A !）#直接求得 ’
=6>-37定理隐含着［"—&］：如果原动力系统的吸

引子是 " 维的，则当 ,#"" ? ! 时，由重构轨迹构
成的系统与原动力系统有一个嵌入 ’所以 =6>-37定
理仅要求 , 要足够大，而对 . 和#0 没有特殊的要

求 ’但 =6>-37定理认为数据是不受噪声影响且是无
限长的，而这一要求在实际问题中做不到 ’同时由于
重构之前并不能很好地得到 " 的大小，因此在解决
实际问题时通常还要运用一些具体的重构方法 ’
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本文研究了目前比较流行的相空间重构技术，

分析了它们存在的不足，并且在此基础上提出了两

种适合于不同情况的相空间重构方法，并初步分析

了它们之间的一些关系 !在仿真实验中，本文采用了
小波降噪技术，使得两种方法都具有一定的降噪能

力 !通过将两种方法运用于同一算法去解决同一问
题时，结果发现第一种方法要比第二种方法好 !因
此，第一种方法的重构质量比较高，在通常情况下，

可以用此方法对信号进行重构；而当要求重构的嵌

入维较小时，可用第二种方法来对信号进行重构，第

二种方法是一种可行而实用的方法 !

" # 相空间重构的主要方法

相空间重构主要有三种方法：伪最近邻点法、奇

异值分解法及自相关和互信息法 !这三种方法的基
本原理和存在问题如下：

!"#" 伪最近邻点法

假设

!" $（#（ $"），#（ $" % %·!$），⋯，#（ $"
%（& & ’）·%·!$））

和

!’’
" $（#’’（ $"），#’’（ $" % %·!$），⋯，#’’（ $"

%（& & ’）·%·!$））
是相空间中的两个点，它们之间的距离为 (&（ "），
若嵌入维由 & 变为 & % ’时，则它们之间的距离由
(&（"）变为 (& % ’（"）：

("
&%’（"）$ ("

&（"）%［#（ $" % &·%·!$）

& #’’（ $" % &·%·!$）］" !
如果 (&（ "）较小，而 (& % ’（ "）很大，那么就可
以认为这两个点的最近邻关系是由于从较高维的吸

引子投影到较低维的空间上造成的 !此时，!" 和

!"
’’就是一对伪最近邻点 !给定与伪最近邻点距离
有关的阈值，就可以计算伪最近邻点数，当伪最近邻

点数的百分比低于某一阈值时，则 & 就是要求的嵌
入维［(—)］!
不难看出，伪最近邻点法的结果会受到两个阈

值的影响 !另外，当 (& % ’（ "）$ (&（ "）时，并不一定
意味着 !" 与 !"

’’就是最近邻 !

!"!" 奇异值分解法

用奇异值分解（*+,）法确定嵌入维 & 时，首先

要假定一个 ) 维超空间，然后找出最小的能近似给
出吸引子边界的超平面，这个超平面是由样本协方

差矩阵的若干个最大的奇异值扩展而来的 !但是，这
种方法的结果依赖于 ) 的选择，也即依赖于!* 的选

择［)］!利用 *+,法确定的 & 不仅可能会随着 ) 的不
同而不同，而且可能会随着数据长度 + 的不同而不
同 ! *+,法的另一个缺点就是很难对确定 & 时的阈
值作出客观的选择［-］!

!"$" 自相关和互信息法

对!* 的选择通常不能太大或太小，太小会因相

空间被压缩而存在冗余，太大会使重构轨迹之间失

去必要的联系而丢失系统的原始信息 !因此，可以用
信号的自相关函数 ,##（!*）和互信息 -（!*）来求取

最佳的!*，即选取使自相关函数和互信息第一次达

到某一值或最小值时的!* !
这种方法具有计算量小等优点，但计算结果具

有不一致性，亦即相同的标准应用于不同的系统中

时，结果的好坏程度不一样 !另外，有些系统可能没
有最小值或达不到规定的值 !如对 ./01234’ 系统
（’），在对数据不加任何处理时，自相关函数的最小
值始终大于它的自相关函数初始值的 ’5 . 倍［6］（通
常的要求），见图 ’ !图 " 为 ./01234’ 系统 ’777 个点
的 # 坐标，这些数据是通过 8阶 9:2;14<:==>法求解
相应的微分方程（’）获得的，其中步长为!$ $ 7#7’ !
求解方程的初值选在吸引子的附近，并抛弃所有过

渡点 !
#·$ &（-5?）# % /0，

/·$ & ’7/ % ’7 0，

0·$ & /# % "-/ & 0
{

!

（’）

以上是相空间重构最常用的三种基本方法 !还
有其他一些方法，如小窗口解（@A>BB4CD2E/C @/B:=D/2）
法和充填因子（FDBB F>G=/0）法等，它们都具有以上类似
的一些问题［’7］!

? # 两种实用的相空间重构方法

针对上述方法的不足，本文提出两种适合于不

同情况的相空间重构方法 !这两种方法的计算结果
都具有较好的一致性 !

$"#" 第一种可行的相空间重构方法

研究中发现，选择原始时间序列的平均峰值时

?(8"’’期 杨绍清等：两种实用的相空间重构方法



图 ! "#$%&’(!系统的相关函数

图 ) "#$%&’(!系统的 !***点 !坐标

间（+,-.）作为!"，是一个很有实际意义的思想，体

现了把一个周期行为作为一个单位，来研究信号长

期行为的思想 /通常!" 的大小有一个范围，!" 必须

满足!" +0& 1!" 1!" +23，否则重构会变坏，其中!" +0&

可用公式!" +0& 4（!)）!5)"（ !）5"（6! 56 #）来估计，式

中"（·）为均方差，对 "#$%&’(! 系统而言，!" +0&!
*789 /不难推断出 +,-. 4 :"（ !）5"（6! 56 #），因此 +,(
-.是始终大于!" +0&的 /对 "#$%&’(! 系统而言，本文

选择!" 4 *79;，此结果与上述分析完全一致 /在选

择!" 以后，还要对!或 $ 作出选择［;］/
由于!的大小与信号自身的相关程度有关，相

关程度越低，!就应越小，因此对带有噪声的信号重
构时，!不能太大 /文献［:，<］都给出了!的上限公
式：

!+23 1
（)=#>) % ? ! ? :&)）（$ ? &)）

$) ’)!# =#>) (
，

式中 &) 为系统的相关维，’) 为 )阶熵 /从式中可以
看出，随着 $ 的增大，!的上限必然要下降，因此在

$足够大时，!可以取得很小，此时也必须取得很
小 /然而，理论上和实际中!的确存在下限，但这个
下限的确定，必须在确定对连续系统的采样周期时

就应该考虑 /现行许多脱离采样周期来研究!的方
法，似乎存在一定的局限性 /在选择!# 时，为了使
信号能有效地恢复，信号自身的相关程度下降越快，

即信号的频率越高，!# 就越小，这与!的选择原则
一致 /可见有效的采样周期，已经很好地解决了信号
自身的相关问题 /
另一方面，从 @2A%&B 定理的要求来看，要想使

重构系统与原系统有一个嵌入，那么 $ 应足够大 /
因此，本文在确定了!"的情况下，选择最大的 $，得
到最小的!，即!4!#，) 4 !/在本文工作基本完成
时，注意到 CDE#F,%& 等人［!!］在估计带有噪声的吸引
子分形维时也采用了这种重构方法，但他们在求取

+,-.的具体方法上与本文有区别 /
综上所述 ，本文提出的相空间重构的第一种方

法为：!）求取原始时间序列的 +,-.，让!" 4 +,-.（可
以让!" 稍大于 +,-.）/带有噪声的时间序列可经滤
波后再求取 +,-./求取原始时间序列的 +,-.可以采
用快速傅里叶变换（GG@）来提取信号的主要频率 *
的方法获得，+,-. 4 !5 *，而对信号的滤波可以采用
小波滤波方法，因为小波比较适合于对非线性信号

的滤波；)）选择 ) 4 !，即!4!#；H）$ 4!" 5!I !/
用上述 "#$%&’(!系统的 ! 坐标来检验本算法的

有效性，图 H示出该系统的平均峰值时间 /从图 H很
容易看出：当横轴为 9;时，功率谱最大，因此，9;所
对应的信号周期即为要求的 +,-./

图 H "#$%&’(!系统的平均峰值时间

在用 GG@求取 +,-.时，并不是以功率谱的大小
作为选择 +,-.的惟一条件，除了功率谱的大小作为
选择 +,-.的一个条件外，还应结合下列两个条件：

:J:) 物 理 学 报 J!卷



!）提取的 "#$%应尽量小，只有这样才能较好地描述
信号中全部成分，不至于丢掉信号中变化较快的成

分；&）"#$% 所对应的谱线应尽可能地接近离散谱
线，这样保证了 "#$%所对应的成分是信号中周期性
较强的成分 ’因此 "#$%的确定需要在上述三个条件
中进行均衡 ’
对带有噪声的信号进行重构时，可以先用小波

对信号进行滤波，然后再用 (()求取 "#$%’小波滤
波的基本原理［!&］是首先选择合适的小波母函数，对

信号进行小波变换，然后应用一种依赖于信号时间

及小波系数大小的软阈值，重新选择小波系数，最后

再用小波逆变换对信号进行重构，这样就可以得到

经过滤波的信号 ’具体步骤如下：
设 !" 为有噪信号，#" 为原始信号，!" 为噪声，则

!" * #" +!"， " * !，&⋯，$ ’
再设 ! *｛!"｝，# *｛#"｝，% 和 % , !分别为离散小波

变换和逆变换算子，&，’ 分别为｛!"｝，｛#"｝的离散小

波变换，’- 为从 & 中对 ’ 的估计，则可以通过以下三
步获得原始信号的估计 #-：

!） 求 & * %!；

&） ’- *
./01（&）（ 2 & 2 , (）， 2 & 2 , (!3，
3， 2 & 2 , ( 4 3{ ，

其中

( * &560（$" ）；

7） #- * % , ! ’- ’
对上述 869:1;<! 的 !333 点 ) 坐标，按 =>? *

, !3叠加白噪声，得到图 @所示的噪声信号，该噪声
信号经过小波滤波后得到图 A 所示的去噪后的信
号，对去噪后的信号提取的 "#$%仍然为 3BCD，参见
图 E ’

图 @ =>? * , !3时的噪声信号

图 A 经过小波滤波后的信号

图 E 噪声信号的平均峰值时间

!"#" 另一种可行的相空间重构方法

在许多情况下，由于工程应用方面的限制，需要

降低嵌入维 ’上述重构方法虽然是一种较好的方法，
但也存在嵌入维较大的缺点，因此，还需要有一种能

够降低嵌入维的重构方法 ’
由前面分析可知 =FG 法确定嵌入维的主要缺

点是其结果依赖于 * 的选择，而 * 应该选择信号的
平均峰值时间"+，自然我们就想到了以下重构方

法：!）由第一种方法求出"+；&）由 =FG法求出嵌入
维；7）由"*"+ H（, , !）直接求得"’
为了能与文献［7］的结果进行比较，在此采用

869:1;<&（见（&）式）来进行算法的有效性检验 ’图 C
为 869:1;<&的 !333点 ) 坐标 ’图 D为用 (()提取的
"#$%’为将图 D中的情况显示清楚，将图 D中前 &33
点示于图 I ’ 图 !3 给出用 =FG法求取嵌入维的情
况 ’图 !!为 869:1;<& 在 =>? * , !3 时的噪声信号 ’
图 !&为去噪后的信号 ’对噪声信号的 "#$%和嵌入
维的计算结果示于图 !7和图 !@ ’从图中可以看出，

AA@&!!期 杨绍清等：两种实用的相空间重构方法



在所有情况下都能得到!! ! "#$%，当选择 " ! &时，
则有 # ! ’$，这一结果与文献［&］的结果完全一致，
这证明了本方法的有效性 (

$·! )*#"（% + &），

%·! $（$,#-’ + &）+ %，

&·! + $% + $#" &
{

(

（’）

图 . /012345’系统的 )"""点 $坐标

图 % /0162345’系统的平均峰值时间

图 - /012345’系统的平均峰值时间

图 )" /012345’系统的奇异谱

图 )) 789 ! + )"的噪声信号

图 )’ 经过小波滤波后的信号

!"!" 两种方法比较

从上述两种方法的求解过程可以看出，对同一

系统分别运用两种方法进行重构时所得到的重构参

数不一样，那么用这样不同的重构参数使用相同的

算法进行系统不变量的提取时是否一样呢？为了研

究这一问题我们用这两种方法对多个混沌信号进行

*,$’ 物 理 学 报 ,)卷



图 !" 平均峰值时间的求取

图 !# $%&’()*+系统的奇异谱

重构，并用文献［,］的方法来求取系统的最大李雅普
诺夫指数!!，结果第一种方法的效果比较好，第二

种方法没有第一种方法的效果好 -用第二种方法，在
./0 1 !22时能够得到比较令人满意的结果，但几乎

在 ./0 1 !2 时，其结果与理论值就相差很大，而用
第一种方法时在 ./0 1 3 #2 时还能够给出有意义
的结果 -表 !给出用两种重构方法分别求取 $%&’()*!
和 $%&’()*+系统!! 的结果，计算中采用的数据同文

献［,］，但所取的数据长度为 +222 点 -可见，在抗噪
能力方面，第二种方法比第一种方法差 -这一结果说
明，两种重构方法并不完全等价 -然而两种方法的有
效性都得到了证实［,，!"］-

表 ! 不同重构方法时求取!! 的结果

重构

方法

重构参数 最大李雅普诺夫指数!!

$%&’()*! $%&’()*+
$%&’()*!

（理论值 1 +425）
$%&’()*+

（理论值 1 !462）

" "! " " "! " ./01 !22 ./01 !2 ./01 !22 ./01 !2

方法 ! ! 7, 78 ! #, #8 +4!! +4!6 !4#, !466

方法 + "8 7, " +# #, " +488 ,42+ !42# 7456

# 4 结 语

本文提出了两种适合于不同情况下的相空间重

构方法，第一种重构方法是一种比较客观的方法，第

二种重构方法则是一种适合于工程应用的方法 -需
要指出的是，在用两种方法进行重构时，所得到的参

数作为同一种算法的输入时，并不能得到相同的结

果 -可见在解决实际问题时，各种重构方法需要具有
与其相对应的算法配合，才能得到比较好的效果 -我
们认为第一种方法是一种重构质量较高的方法，而

第二种方法则是从工程应用出发的一种实用的

方法 -

［!］ 9:;’(< = !8,! #$%&’($ )*&$+ ,-&. - !"! "55
［+］ >%?:@%A B !887 /.0+1%- C #$# +27
［"］ DE:( F $& -2 !887 3%&- /.0+ - 415 - %& !+8!（G( HIG(’<’）［袁 坚

等 !887 物理学报 %& !+8!］

［#］ $:G D H $& -2 !885 /.0+ - #$&& - B ’#! "2
［6］ J’((’K L M $& -2 !88+ /.0+ - 6$7 - B %( "#2+
［5］ BN:&N:(’K O C P $& -2 !88" 6$7 - ,*8 - /.0+ - &( !""!
［7］ JEQGER?)G< C !885 /.0+1%- C "( !"

［,］ D:(Q . S $& -2 +222 3%&- /.0+ - 415 - %" 5"5（G( HIG(’<’）［杨绍清

等 +222 物理学报 %" 5"5］

［8］ $:G D H $& -2 !88, /.0+1%- C ##( !
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