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选取超前爱丁顿坐标，采用薄膜 )*+,-./011 模型，计算 2+334*5146 度规表述的直线加速运动动态黑洞的熵 7通过

此方法，可以给出视界面上每一点的温度和熵密度 7这一结果表明，熵与视界面积成正比的结论，不仅适用于整个

视界，也适用于视界面上的局部；不仅适用于稳态黑洞，也适用于动态黑洞 7 在薄膜趋于视界面时，其厚度也趋于

零，薄膜本身成为视界面，黑洞熵就是视界面上量子态的熵 7
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!国家自然科学基金（批准号：!""$(""&）和国家教育部博士点基金（批准号：89""&$"!）资助的课题 7

! ; 引 言

自从 <4-435=4+3 提出黑洞熵与黑洞面积成正比

的建议以来，有关研究取得了很大进展［!—(］7’= >??@=
的 )*+,-./011 模型对黑洞熵的起源给出了一种统计

解释［’］7最近的一些工作把 )*+,-./011 模型进一步发

展为薄膜 )*+,-./011 模型［%，9］7 本文采用薄膜 )*+,-.
/011 模型计算加速直线运动动态黑洞的熵 7

2+334*5146 讨论过作任意加速运动的点质量的

时空［$］7本文采用的度规是直线加速的简单情况，加

速度的方向不变，但加速度的大小和黑洞的质量会

随时间发生变化 7由于黑洞的加速运动，时空具有轴

对称性，轴向就是加速度的方向 7与稳态黑洞不同，

加速黑洞的时空是动态的，视界面上的不同点可能

具有不同的温度 7本文使用赵峥和戴宪新提出的方

法［#］，逐点给出了视界面上温度的表达式 7在这种情

况下，时空不再具有整体的热平衡，用常规 )*+,-./011
模型计算加速黑洞的熵遇到了困难 7我们采用的薄

膜 )*+,-./011 模型只需要局部的热平衡［%，9］，克服了

这一困难，得到了熵与视界面积成正比的结论 7

& ; 变加速直线运动黑洞的时空线元

2+334*5146 给出的作任意加速运动的点质量的

时空线元为［$］

A !& [B ! C &"#,?5! C #&（ $& D %& 5+3&!）C &&# C ]! A’&

D &A’A # D & #& $A’A! D & #& %5+3&!A’A"
C #& A!& C #& 5+3&!A"

&， （!）

其中

$ B C "（’）5+3! D (（’）5+3" D )（’）,?5"，

% B (（’）,?=!,?5" C )（’）,?=!5+3"， （&）

"，(，) 和 & 均为滞后 EAA+3F=?3 坐标 ’ 的任意函

数，" 为加速度的大小，( 和 ) 描速加速度方向的改

变率 7对于直线加速的情况，有 ( B ) B "7时空线元

化为

A !& B（! C &"#,?5! C #& $& C &&# C!）A’&

D &A’A # D & #& $A’A! C #& A!& C #& 5+3&!A"
&，

（(）

其中

$ B C "（’）5+3!7 （’）

用超前 EAA+3F=?3 坐标 * 取代滞后 EAA+3F=?3 坐标 ’，

并采用（ C ，D ，D ，D ）号差，线元化为

A !& B C（! C &"#,?5! C #& "& 5+3&! C &&# C!）A*&

D &A*A # C & #& "5+3!A*A! D #& A!& D #& 5+3&!A"
& 7

（%）

时空具有轴对称性，!B " 指向加速度的方向 7 度规

的行列式为

+ B C #’ 5+3&!， （9）
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度规的非零逆变分量为

!!" # !"! # "，

!"" # " $ %"#&’(! $ %$# $"，

!"% # !%" # "()*!，

!%% # # $%，

!++ # # $% ()*$%!,

（-）

现在来寻找由（.）式描述的时空的局部事件视

界 ,考虑到时空的轴对称性，事件视界的曲面方程可

以写成

% # %（ &，#，!）# ! 或 # # #（ &，!）,
（/）

（/）式应该满足零曲面条件

!"#!%
!’"
!%
!’#

# !, （0）

把（-）式代入（0）式，得

%!%
!&
!%
!# 1 " $ %"#&’(! $ %$( )#

!%
!( )#

%

1 %"()*!!
%
!#
!%
!! 1 "

#%
!%
!( )!

%

# ! , （"!）

从（/）式可得

!%
!#
!#
!! 1!%!! # !， !%

!#
!#
!& 1!%!& # !,（""）

把（""）式代入（"!）式，得

$ % #·2 1 " $ %"#2&’(! $ %$
#( )
2

$（%"()*!）#3 2 1
#3 %

2

#%2
# !， （"%）

其中

#·2 # !#
!( )& # # #2

， #3 2 # !#
!( )! # # #2

, （"+）

满足（"%）式的曲面 #2 就是变加速直线运动黑洞的

事件视界 ,

+ 4 黑洞的温度

本文使用文献［/］提出的一种新方法来研究黑

洞视界面上的温度 ,用这种方法研究黑洞的热效应，

计算简单、精确，适用于各种动态黑洞，包括非球对

称和非渐进平直黑洞 ,
这种计算温度的方法基于 567’89:;8<<)*) 的方

案［0］, 该 方 法 的 关 键 是，在 乌 龟 坐 标 下，粒 子 的

=>?)*:@’9A’* 方程的径向部分在视界附近均能化成

波动方程的标准形式

!%$
!#%!

1 % !
%$

!&!#!
# !, （"B）

这意味着在乌龟坐标下，黑洞的二维线元在视界面

附近显式共形于 C)*D’E(D) 时空 ,可以把参数"作为

未知量引入乌龟坐标，要求 =>?)*:@’9A’* 方程在视

界面附近化成形如（"B）式的标准形式，从而定出参

数%,（"B）式表明%会在热谱中出现，并且正比于辐

射的温度，这样就可以得出黑洞的温度 ,
由（"%）式可知，视界位置 #2 是 & 和!的函数 ,

乌龟坐标变换可以写成［/］

#! # # 1 "
%%（ &!，!!）

>*［ # $ #2（ &，!）］，

&! # & $ &!，!! #! $!!， （".）

其中%，&!，!! 为任意固定参数，在乌龟坐标变换下

不变 ,
从（".）式可得

!
!# # " 1 "

%%（ # $ #2[ ]）
!
!#!

，

!
!& # !!&!

$
#·2

%%（ # $ #2）
!
!#!

，

!
!! # !!!!

$
#3 2

%%（ # $ #2）
!
!#!

； （"F）

!%

!#%
# " 1 "

%%（ # $ #2[ ]）

% !%

!#%!

$ "
%%（ # $ #2）%

!
!#!

，

!%

!&!# # " 1 "
%%（ # $ #2[ ]）

!%

!&!!#!

$
#·2

%%（ # $ #2）
" 1 "

%%（ # $ #2[ ]）
!%

!#%!

1
#·2

%%（ # $ #2）%
!
!#!

，

!%

!!!# # " 1 "
%%（ # $ #2[ ]）

!%

!!!!#!

$
#3 2

%%（ # $ #2）
" 1 "

%%（ # $ #2[ ]）
!%

!#%!

1
#3 2

%%（ # $ #2）%
!
!#!

，

!%

!!% #
#3 %2

［%%（ # $ #2）］%
!%

!#%!
1 !

%

!!%
!

$
% #3 2

%%（ # $ #2）
!%

!#!!!!

$
#3 %2 1 #G 2（ # $ #2）

%%（ # $ #2）%
!
!#!

, （"-）

把（F）和（-）式，（"F）和（"-）式代入 =>?)*:@’9A’* 方程

"
$" !

!
!’"

$" !!"#!$
!’( )# $"

%$ # !，（"/）
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整理后得!
!!
!!!!

项的系数为

" ! !·# $ % " !"!&’(" " !#( )! !#（ ! " !#）$[ ]% "（!"()*"）!+{ }# !!［!#（ ! " !#）$ %］$ !+ !#
!#（ ! " !#）［!#（ ! " !#）$ %］!! , （%-）

如果要求 ./0)*12’34’* 方程在视界面附近化为

（%5）式的标准形式，则当 !" !#（ $6，"6），$" $6 和"
""6 时，（%-）式的极限必为 % ,从而可以导出#的表

达式为

# 7 %
! !#

#
!!#

" "&’(" "
!+ !#
!8#

#
!!#

$ "&’(" $
!+ !#
! !8#

, （!6）

使用 9:;’<31=<>>)*) 的方法［-］，可以得到黑洞的辐射

温度为

% 7 #!"
或 $ 7 !"

#
, （!%）

从（!%）式可以看出黑洞的温度依赖于时间 $ 和极

角",

5 ? 变加速直线运动黑洞的熵

’@ #’’>@ 提出的 A3)&B1C:// 模型，通过计算视界

外部量子场的熵来得到黑洞的熵，已经成功用于多

种类型的黑洞，得到了理想的结果 ,这个模型要求系

统处于整体热平衡状态，显然，这个条件对于动态的

加速黑洞无法满足 ,为了处理非热平衡的情况，我们

采用了薄膜 A3)&B1C:// 模型［D，E］, 由于事件视界是黑

洞的特 征 曲 面，已 经 证 明，视 界 的 存 在 普 遍 导 致

#:CB)*F 效应，黑洞熵的计算也应该只与它的视界有

关 ,基于这一观点以及量子态密度在视界附近发散

的事实，自然地在计算黑洞熵时只需要考虑视界外

一个薄膜内的量子场 ,由于计算只在薄膜内进行，不

要求系统有整体的热平衡，最初的 A3)&B1C:// 模型在

动态情况下的困难就不存在 ,
由于视界面上的温度不唯一，计算中首先在视

界面的局部求单位面积上的熵，即视界面上每一点

的熵密度，然后通过积分得到总熵 ,
前面已经得到直线加速黑洞的线元（见（D）式）,

黑洞的视界面方程为

" ! !·# $ % " !"!#&’(" " !#
!( )
#

"（!"()*"）!+ # $
!+ !#
!!#

7 6， （!!）

可以看出黑洞的无限红移面与事件视界并不一致 ,
我们希望找到一个新的坐标系，使得两个面重合起

来，从而方便计算 ,
首先引入坐标变换［%6，%%］

& 7 ! " !#（ $，"）， 4& 7 4 ! " !·#4$ " !+ #4"，

（!8）

线元变为

4 ’! 7 "（" ! !·# $ % " !"!&’(" " !! "! ()*!"
" !#! "%）4$! $ !4$4& " !（ !! "()*" " !+ #）4$4"
$ !! 4"! $ !! ()*!"4%

! , （!5）

把线元改写为如下形式：

4 ’! 7 (66 4$! $ !4$4& $ !(6! 4$4" $ (!! 4"! $ (88 4%
!

7 (66 "
(!
6!

(( )
!!

4$! $ !4$4&

$
(!
6!

(!!

(!!

(6!
4" $ 4( )$ !

$ (88 4%
!， （!D）

其中

(66 "
(!
6!

(!!
[7 " " ! !·# $ % " !"!&’(" " !#( )!

"（!"()*"）!+ # $
!+ !#
! ]! , （!E）

再引入一个坐标变换

4& 7
(!!

(6!
4" $ 4$， （!G）

线元可以形式上写成

4 ’! 7 (H 66 4$! $ !4$4& $ (H !! 4&! $ (H 88 4%
!，

（!I）

其中

(H 66 7 (66 "
(!
6!

(!!
， (H !! 7

(6!
!

(!!
， (H 88 7 (88，

（!-）

(H 66 7 6 即为黑洞的视界面方程 , 以下关于熵的计算

便是基于这一度规 ,
把度规的行列式及其逆变分量代入描述质量为

’的标量粒子的 ./0)*12’34’* 方程

%
"# (

!
!)’ "# ((’(!!

!)( )( 7’
!! , （86）

方程的解可以写成如下形式［%!，%8］：
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! ! "#$（!"# #"）$（%，#）， （%&）

其中

$（%，#）! "$&（%，#）’ （%(）

使用 )"*+,"-./012"03.40$--56$* 近似，整理后可得

’7 && ((
% # (!(% 8 ’7 (( ((

# 8 #( ’7 %% 8$
( ! 9，（%%）

其中

(% ! !&!%
， (# ! !&!#

’ （%:）

从（%%）式可以得到 (% 和 (# 的关系

( 8
% ! !

’7 && 8
!( # ’7 &&（’7 (( ((

# 8 #( ’7 %% 8$
(! ）

’7 && ，

（%;）

( #
% ! !

’7 && #
!( # ’7 &&（’7 (( (#

( 8 #( ’7 %% 8$
(! ）

’7 && ’

（%<）

根据量子统计理论，系统的自由能可以表示为

) ! #"
8=

9
>!%（!）

*&! # &
， （%?）

其中%（!）为能量小于等于 ! 的微观态的数目 ’根
据半经典量子化条件和薄膜 @0$AB.C1-- 模型方法，

有［:—<，&&—&%］

%（!）! &
:"%">#">#>"">(#

D"
’8(

’
( 8
% >% 8"

’

’8(
( #
% >( )%

! &
("%">#">#>"">(#"

’8(

’
)7 %>%，（%E）

其中

)7 % !
!( # ’7 &&（’7 (( ((

# 8 #( ’7 %% 8$
(! ）

’7 &&

! ’7 ((

’7( )&&

&
( （!( F’7 &&）#$

( # ’7 %% #(

’7 (( # ((! # ’

（%G）

视界上自由能的面密度可以表示为

*) ! #"
8=

9
>! *%

"&! # &
， （:9）

*) 和*% 定义为

) !"*)>+， % !"*%>+， （:&）

其中

>+ ! ’7 (( ’7! %% >#>"
!（ ,(H -3$*+ # ,I H）3$*+>#>"’ （:(）

对（%E）式中的 (# 进行积分，考虑到（%G）式中根

号下的部分

（!( F’7 &&）#$
( # ’7 %% #(

’7 (( # ((
# # 9， （:%）

由此限定了 (# 的积分上下限，积分结果为

%（!）! &
:"(">#">#>""

’8(

’
（’7 && ’7 ((）# &

(

D !(

’7 && #$
( # ’7 %% #( )( >% ’ （::）

再对 # 进行积分，（:%）式要求

!(

’7 && #$
( # ’7 %% #( # 9， （:;）

由此限定了 # 的积分上限，积分过程中采用小质量

近似，结果为

%（!）! !%

<"(">#>""
’8(

’
（’7 &&）#(（’7 (( ’7 %%）# &

( >%

! !%

<"(">#>""
’8(

’
（’7 99）#(（’7 (( ’7 %%）

&
( >%

$
!%

<"(">+"
’8(

’
（’7 99）#( >%

!">+ !%

<"("
’8(

’
（’7 99）#( >% ’ （:<）

对比（:&）式，得%（!）的面密度为

*% ! !%

<"("
’8(

’
（’7 99）#( >%， （:?）

自由能的面密度为

*) ! # &
<"("

8=

9
>! !%

"&! # &"
’8(

’
（’7 99）#( >%

! # "
(

G9&
:"
’8(

’
（’7 99）#( >% ’ （:E）

由

& !&
(!)
!& &!&.

， （:G）

可得熵的面密度为

*& ! :"(

G9&
%
."
’8(

’
（’7 99）#( >% ’ （;9）

由于 ’7 99 ! 9 为视界面方程，可以把 ’7 99表示为

’7 99 ! /（ "，,，+）（ , # ,H）’ （;&）

把（;&）式代入（;9）式，完成对 % 的积分，

*& ! :"(

G9&
%
H"
’8(

’

&
/ (（ , # ,H）( >%

$
:"(

G9&
%
H / (

H"
’8(

’

&
%( >%

! :"(

G9&
%
H / (

H

(
’（’ 8(）

， （;(）

其中 /. ! / J ,% ,H
’

下面寻找 /H 与)的关系 ’由（;&）式可得
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!!! ""

!" "! "#

$ ## % （&’）

由

!! "" [$ ( ( ) "·# * + ( )$",-.! ( )%( )"

(（)$./0!）"1 # *
"1 )#
" ]) ， （&2）

可得

!!! ""

!" "! "#

$ ( ) %
")#

( $,-.! (
"1 )#
"’( )
#

， （&&）

于是有

## $ ( ) %
")#

( $,-.! (
"1 )#
"’( )
#

$ ( )"
)%
"#

* )$"#,-.! *
"1 )#
")( )
#

$ ( )" + ( ) "·# ( )$"1 #./0! *
) "1 )#
")( )
#

，（&3）

其中用到了（)"）和（+)）式 %
把（&3）式代入（&)）式，可得

#& $ 2")

4"$
’
’

5 +

" + ( ) "·# ( )$"1 #./0! *
) "1 )#
")( )[ ]
#

)

5 %
&（& *%）

+
2 % （&6）

把$# $ )"
"

代入（&6）式，可得

#& $ +

4"$# + ( ) "·# ( )$"1 #./0! *
) "1 )#
")( )
#

)

5 %
&（& *%）

+
2 % （&7）

选择合适的截断因子&和薄膜的厚度%，使得满足

%
&（& *%）$ 4"$ (# + ( ) "·# ( )$"1 #./0! *

) "1 )#
") )
#

)

$ (，

（&4）

熵的面密度进一步化简为

#& $ +
2 ， （3"）

黑洞的总熵

& $"#& 8) $ +
2 )# % （3+）

&9 结论与讨论

本文采用薄膜 :;/,<=>?@@ 模型，研究了变加速直

线运动黑洞的熵 % 通过简化 A/00B;.@BC 的线元，得到

了以超前 D88/0EF-0 坐标描述的直线加速运动黑洞

的度规 %黑洞的加速度方向不变，但加速度的大小以

及黑洞的质量都随时间变化 %由于黑洞作加速运动，

视界面不再是球面，但具有轴对称性 %我们采用一种

新的方法得出了黑洞视界面上每一点的温度，温度

是!的函数，并且会随时间发生变化 % 由于整体的

热平衡不再满足，我们采用改进后的薄膜 :;/,<=>?@@
模型计算黑洞的熵，使用这一模型只需要局部的热

平衡 %首先计算出视界上每一点的熵密度，然后通过

面积分得到系统的总熵 % 得到的每一点的熵密度为

+G2 %这一结果表明，黑洞熵与面积成正比的结论，不

仅适用于整个视界，也适用于视界面上的局部；不仅

适用于稳态黑洞，也适用于动态黑洞 %
我们认为，黑洞熵就是视界面上的量子态的

熵［+2］，从薄膜 :;/,<=>?@@ 模型很容易理解这一点 % 由

（&4）式可得

% $ (&)

+ ( (&
% （3)）

这表明只要薄膜厚度%与薄膜到视界的距离&满足

上述关系，都可以得到（3"）式 %利用（3)）式不难得出

@/H
&!"

%
&（& *%）$ @/H

&!"

(&)

+ ( (&

&& * (&)

+ ( ([ ]&

$ @/H
&!"

(
+ ( (&

+ * (&
+ ( (&

$ ( % （3’）

这表明只要适当选择薄膜厚度%与距离&的关系，

就可以在薄膜趋于视界面时，使其厚度趋于零，同时

得到（3"）式所示的熵密度 %薄膜本身成为了视界面，

薄膜的熵就是视界面的熵 %由此可知，黑洞熵的确可

以看作视界面上量子态的熵 %
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