
时空混沌的单向耦合同步

张 旭!）"） 沈 柯"）

!）（河北工业大学理学院应用物理系，天津 #$$!#$）
"）（长春理工大学理学院物理系，长春 !#$$""）

（"$$"年 "月 "日收到；"$$"年 %月 !&日收到修改稿）

以耦合映象格子模型为例，提出利用单向耦合驱动时空混沌的同步方案，并进行了数值分析 ’ 结果表明，适当
地选择耦合驱动强度因子和均衡系数，两个时空混沌系统可以达到准确同步 ’通过计算最大条件 ()*+,-./指数，给
出了可实现时空混沌同步的最小耦合强度以及最小耦合强度与系统参数之间的关系曲线 ’数值模拟还证明，此方
法工作鲁棒 ’
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! 1 引 言
美国学者 234.5*和 6*55.77（286）率先在 !99$年

提出了驱动8响应的混沌同步方案［!］，并在电子电路
的实验中实现了混沌同步［"］，然后又从理论上阐明

了该类型混沌同步的原理，开展了把混沌同步应用

于保密通讯等研究 ’此后，人们竟相投入到混沌同步
的研究中，相继发展了多种同步方法［#—:］，实验上也

获得了成功［;—!$］’耦合映象格子模型时空混沌同步
的研究，借鉴了时间混沌同步中的一些方法，取得了

一定的进展［!!—!9］’从这些同步方案中可以看出，要
实现时空混沌同步就必须从第一个时空混沌态（称

作驱动系统）中提取一部分信号，然后用这些信号去

驱动第二个时空系统（称作响应系统），以达到同步

的目的；或通过两个系统的互相耦合和影响而达到

同步 ’由于利用同步时空混沌进行扩频通信，同时具
有高保密性和高通信能力（多路信号并行传输），因

此，进行时空混沌同步的研究具有广阔的应用前景 ’
本文在单向耦合驱动时间混沌同步方法的基础

上，提出利用单向耦合驱动时空混沌的同步方案，实

现了时空系统的混沌同步，数值模拟还证明，此方法

对噪声及系统偏差的影响具有一定的抗干扰能力 ’

" 1 单向耦合方法的一般描述
单向耦合驱动混沌同步化方案的基本思想是，

要实现两个混沌系统 !!，!" 的同步，可以把 !! 的变

量以一定比例经过与 !" 相同的延时后耦合到 !" 系

统上，并进行比例均衡 ’对于一般的混沌系统，
! < "（!，!）， （!）

构造耦合驱动的同步化系统为

!= < "［"（! > #!），!］， （"）
式中 ! 为状态矢量，!为参数矢量，" 为非线性函
数矢量，!=为被同步的系统的状态参量（被同步的
系统可称为响应系统，相应的（!）式称为驱动系统），
#为耦合驱动强度矩阵因子，" 为均衡矩阵 ’通过
适当地选择 # 和 "，当 ! 和 !=取不同的初始值时，
响应系统和驱动系统可达到最终同步，即

7?@
$!A
"!= B !" < $’ （#）

由于单向耦合驱动混沌同步化方案无法从理论

上给予有效性证明，所以只能通过数值分析来验证 ’
不过从（#）式不难看出，在一维情况下取 % <（ & >
!）B !（% 为# 的元素）及 &!A时，（#）式显然成立 ’
单向耦合驱动混沌同步方法的可取之处在于，& 为
有限值（甚至很小）也能满足（#）式，其目标就是寻找
最佳的 ##" 使（#）式成立 ’

# 1 单向耦合驱动时空混沌同步数值模
拟结果

$%&% 单向耦合驱动时空混沌同步

我们将单向耦合驱动混沌同步化方案推广到时

空混沌系统 ’现以一维耦合映象格子作为系统模
型［"$］
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!"!"（ #）#（" $ $）%（ !"（ #））! $
%［ %（ !"（ # $ "））

! %（ !"（ # ! "））］， （&’）
式中 $ 为空间耦合系数，# # "，%，⋯，& 为 ’ 轴上的
格点坐标，& 为系统尺寸，" # "，%，⋯，( 表示离散
化时间 (为了实现同步，构造（&’）式耦合驱动的同步
化系统为

!)"!"（ #）#（" $ $）% !)"（ #）! )!"（ #）
" !( ))

! $ [% % !)"（ # $ "）! )!"（ # $ "）
" !( ))

! % !)"（ # ! "）! )!"（ # ! "）
" !( ) ])

，（&*）

式中 ) 为耦合强度因子，"+（" ! )）为均衡系数，（&’）
和（&*）式分别表示驱动和响应系统 ( ) # ,相当于无
耦合，)!-相当于完全驱动 (选取环形腔中激光振
荡输出系统的一维迭代模型作为时空系统的局部动

力学函数［%"］

%（ !"）# !" ./0 !
" ! !"

$( )" ， （1）

式中参数!和"分别代表增益系数和腔损耗 (文献

［%%］已证明（1）式的二维空间扩展系统在一定的参
数条件下经对称破缺向时空混沌演化 (
数值实验表明：当 ) # ,时，在确定的系统参数

条件下，（&）式两个独立的时空系统在选取略微不同
的初始条件时，将会演化为完全不同的时空混沌态；

当 ) 大于某值 )234时，"!-，（&）式可有 5 !" ! "（ #）$
!) " ! "（ #）5!,，即可以实现时空混沌的同步 (图 "分
别给出当 ) # ,67及 ) # ,6"时，（&）式及其差的绝对
值的数值迭代结果，系统参数及初始条件为! #
"16789，" # ""6,，$ # ,6%，& # 8&，!,（ #）# ,67，!),（ #）#
,67"，!"（,）# !"（& ! "）# !)"（,）# !)"（& ! "）# ,，去掉
前 1,,,步作为暂态过程，耦合从 1%,,步开始，即 ""
1%,,，) # ,；"#1%,,，)$,(图 "（’），（*），（:）给出 ) #
,67时 !" ! "（ #），!)" ! "（ #），5 !" ! "（ #）$ !)" ! "（ #）5的时空演
化图，可见，耦合启动后两系统达到了准确同步；图

"（;）给出当 ) # ,6"时，（&）式 5 !" ! "（ #）$ !)" ! "（ #）5的
时空演化图，此时两系统还不能达到同步 (
要实现时空混沌同步，只有当耦合系数 ) 大于

)234时，"!-才有 5 !" ! "（ #）$ !)" ! "（ #）5!, (为了分析

图 " 时空演化图 系统参数和初始条件为!# "16789，" # ""6,，$ # ,6%，& # 8&，!,（ #）# ,67，!),（ #）#

,67"，!"（,）# !"（& ! "）# !)"（,）# !)"（& ! "）# ,，去掉前 1,,,步作为暂态过程，耦合从 1%,,步开始；（’），

（*），（:）分别给出 ) # ,67时 !" ! "（ #），!) " ! "（ #），5 !) " ! "（ #）$ !" ! "（ #）5的时空演化图；（;）为给出 ) # ,6"

时 5 !)" ! "（ #）$ !" ! "（ #）5的时空演化图
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时空系统（!）式同步化与耦合强度 ! 的关系，我们
作最大条件 "#$%&’()指数!*+",与 ! 的关系曲线，系
统参数、初始条件和边界条件同图 -，取耦合步数 "
. /000，用后续的 # . -000 步来计算最大条件 "#$1
%&’()指数，数值计算结果见图 2 3在图 2中，当 ! . 0
时，得到的!*+",相当于（!）式的最大 "#$%&’()指数，
即通常的!* 3最大条件 "#$%&’() 指数!*+",变为负

值时，根据 45和 6$78#$的同步定义，时空混沌同步
可以实现 3在最大条件 "#$%&’()指数!*+",与 ! 的关
系曲线中，与!*+", . 0的直线的交点就是可实现时
空混沌同步化的最小耦合强度 !97’ 3数值实验表明，
只要满足对应!*+", : 0的 ! 值，都可以实现时空混
沌系统的同步 3

图 2 最大条件 "#$%&’()指数!*+",与耦合强度 !的关系曲线

系统参数和初始条件同图 -；数据点代表数值计算结果

对系统参数"作一族如图 2这样的曲线，就可
以画出 !97’与"的关系曲线，如图 / 所示 3同样，系
统参数#变化时与最小耦合强度 !97’的关系见图 ! 3
可见不同的系统参数"或#要求有不同的最小耦
合强度，同步化所需要的最小耦合强度不规则地依

赖于系统参数 3其中最小耦合强度为 0时，系统的局
部动力学函数位于周期窗口上，此时时空系统具有

空间均匀的行波解，这说明空间均匀的行波解不需

要维持耦合，但是系统需要耦合驱动的初始作用，即

可实现两系统间的同步化 3
现在选取部分格点进行耦合（每 $ 个格点耦合

一个格点，同时两边界也进行耦合，其余的格点令 !
. 0），对（!）式的数值实验结果见表 -3表 -中系统参
数和初始条件与图 -相同，其中 ;表示两系统不能实
现同步，!表示两系统实现了同步，这里实现同步的
含义是，耦合启动后迭代 -0 000步之后 < %# = -（ &）>

图 / 最小耦合强度 !97’与系统参数"的关系曲线 # . --?0；

’ . 0?2

图 ! 最小耦合强度 !97’与系统参数# 的关系曲线 " .

-@?/AB；’ . 0?2

%C# = -（ &）< : -0> -2 3可见，对 ( 个格点中的 ( D$ 个格
点进行单向耦合，随着 $ 的增加，必须相应加大系
统参数 ’ 和耦合强度因子 ! 才能实现同步 3

表 - 实现同步时 $与系统参数 ’、耦合强度因子 !的取值情况

$ . 2 $ . /
’

!
0?2 0?2@ 0?2E 0?/ 0?! 0?! 0?@ 0?A 0?B 0?E 0?F

0?@ ; ; ; ! ! ; ; ; ; ; ;

0?A ; ; ; ! ! ; ; ; ; ; ;

0?B ; ; ; ! ! ; ; ; ; ; ;

0?E ; ; ; ! ! ; ; ; ; ; ;

0?F ; ; ! ! ! ; ! ! ! ! !

-?0 ; ; ! ! ! ; ! ! ! ! !

!"#" 噪声及系统偏差对同步的影响

要检验一种同步方案的优劣，一方面要看其在

应用中使用的方便程度，另一方面还要看其抗噪声

及系统偏差的能力，若小噪声导致失同步，那么此方
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法不能在实际中应用 !
我们令（"）式的两系统参数分别为!#，"#，!#

及!$，"$，!$ 并且有 #%的相对偏离，即（!# &!$）’!
( #%，（"# &"$）’" ( #%，（!# & !$）’! ( #% !同时
在方程（")），（"*）的状态变量中分别加入独立的随
机噪声，其值分布在［+，+,++-］之间，以不同的初始
条件求解（"）式，通过适当地选择 " 值，仍然可以实
现两系统间的同步 !数值实验中取 #+（ $）!［+,.#，

+,.# / #+& -］，#0+（ $）(［+,.，+,. / #+& -］，" ( +,-，!(
#-,.1，" ( ##,+，! ( +,$，耦合从 -$++步开始，其中
（)）!# (!$ (!，"# ("$ ("，!# ( !$ ( !（无系统偏
差），无噪声；（*）!# (!$ (!，"# ("$ ("，!# ( !$ (
!（无系统偏差），加入噪声；（2）!# ( #-,".13，"# (
##,+--，!# ( +,$+#，!$ ( #-,$3.$，"$ ( #+,4"-，!$ (

+,#44（有系统偏差），无噪声；（5）!# ( #-,".13，"# (
##,+--，!# ( +,$+#，!$ ( #-,$3.$，"$ ( #+,4"-，!$ (
+,#44（有系统偏差），加入噪声 !图 -给出 6 #0% / #（ $）&
#% / #（ $）6同步化时空图，可见在无噪声及无系统偏
差时两系统可达到准确同步，在有噪声或’和有系统
偏差时，仍能实现同步 !我们计算同步化后（*），（2），
（5）中 6 #0% / #（ $）& #% / #（ $）6的最大摆动幅度，实验表
明在小噪声及系统偏差存在的条件下，同步化后的

最大摆动幅度均在同步化前最大摆动幅度的 #+%
以下 !因此，这种同步化方案在实际中是可以应用
的 !当然，随着噪声和系统偏差的增加，6 #0% / #（ $）&
#% / #（ $）6的摆动幅度也会增大，加入大的噪声，两系
统便无法实现同步了 !

图 - 同步化时空演化图（ " ( +,-，耦合从 -$++步开始）（)）为无噪声无系统偏差；（*）为有噪声无系统偏差；（2）为无

噪声有系统偏差；（5）为有噪声有系统偏差

", 结 论

#, 单向耦合驱动时空混沌系统同步是把两个
相同的时空混沌系统之一的输出信号耦合到另一个

具有不同信号输出的系统中，此系统在外来信息的

影响下进行信息重组，特点是进行比例均衡，当注入

的信息足够大时，两系统就可能输出相同的信息，达

到准确的同步 !
$ , 此同步方案的关键在于选取合适的耦合强

度因子及均衡系数，在前面的例子中，我们选择 & (
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!"（! # !），那么（ "$#（ $）# !"#（ $））"（! # !）就是经过比
例均衡的，比例均衡的单向耦合驱动同步有别于完

全替代式的驱动同步（%&同步法），若满足 "$#（ $）’
"#（ $），则（ "$#（ $）# !"#（ $））"（! # !）’ "#（ $）’ "$#（ $）(

) * 当系统参数 % 较大时，通过适当地加大耦合

强度因子 !，对空间部分格点进行单向耦合仍然可
以实现同步 (

+ * 在小噪声和系统偏差存在的条件下，数值实
验证明此方法仍然有效 (

［!］ %,-./0 1 2 034 &0//.55 6 1 !778 &’() ( *+, ( -+.. ( !" 9!:
［:］ &0//.55 6 1 034 %,-./0 1 2 !77! "/// 012#) ( 345 #$ +;)
［)］ <=3>?5 @ A +. 26 !778 &’() ( *+, ( -+.. ( !% !;B;
［+］ C.-0/,D 1 034 %0/5=EF G !77; &’() ( *+, ( -+.. ( &" ;8:9
［;］ 1=? H A，IJ,3 C 034 KJ.? 1 < !77B 47.2 &’() ( 5$# ( "! !8+!（=3

&J=3,L,）［刘金刚、沈 柯、周立伟 !77B 物理学报 "! !8+!］

［M］ 1?. N I +. 26 !777 47.2 &’() ( 5$# ( "$ :8::（=3 &J=3,L,）［罗晓

曙等 !777 物理学报 "$ :8::］

［B］ 1=? O +. 26 !777 47.2 &’() ( 5$# ( "$ !!79（=3 &J=3,L,）［刘 锋

等 !777 物理学报 "$ !!79］

［9］ P.Q P +. 26 !77+ &’() ( *+, ( -+.. ( &’ :887
［7］ I?R0S0/0 6 +. 26 !77+ &’() ( *+, ( -+.. ( &’ );8:
［!8］ T03 <=RR,/,3 U A 034 P.Q P !779 57$+#7+ ’&( !!79
［!!］ @? A，V? K 1 034 @, C O !77; "#. ( 8 ( 9$:;172.$<# 2#= 3’2<) %

78!
［!:］ W,5QXJ T Y 034 2.L,X=54, Z !77M &’() ( *+, ( Z %" )!7M
［!)］ C.-0/,D 1 034 %0/5=EF G !77M &’() ( *+, ( -+.. ( && ::8M
［!+］ N=0. H @，@? A 034 V? K 1 !77M &’() ( *+, ( -+.. ( && +!M:
［!;］ @? A，N=0. H @ +. 26 !77B &’() ( *+, ( Z %! :B)9
［!M］ H=03R [ 034 %0/\030340 % !779 &’() ( *+, ( Z %& +!);
［!B］ <03R H 1 +. 26 !779 &’() ( *+, ( Z %$ )8!B
［!9］ <03R H 1 034 &J,3 A K !777 47.2 &’() ( 5$# ( "$ !M8;（=3 &J=]

3,L,）［王金兰、陈光旨 !777 物理学报 "$ !M8;］

［!7］ 1=? K @，&J,3 I A 034 @? W !777 &’() ( *+, ( Z %( :9!B
［:8］ C03,X. C !797 &’()$72 U #& M8
［:!］ 1? < % 034 603 < @ !79B >?. ( 3<@@;# ( !) :B!
［::］ KJ03R N 034 IJ,3 C :88! 47.2 &’() ( 5$# ( %* :!!M（=3 &J=3,L,）
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!"#$%&’(%$$) *+,-$’. /)"*0(+"#1%&#+" +2 /-%&#+&’3-+(%$ *0%+/

KJ03R N?!）:） IJ,3 C,:）
!）（%+?21.@+#. <: 4??6$+= &’()$7)，A+B+$ C#$,+1)$.( <: 0+7’#<6<D(，0$2#E$# )88!)8，3’$#2）
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