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用线性变换方法推导了二维正方结构正 ! 边形直柱光子晶体的带隙计算公式 )采用线性变换方法可以简单地

处理平面波展开方法中!* !（ "）的 +,-./0. 变换系数，使得相应的带隙计算变得简单有效 )在固定填充率 " 1 $2& 的情

况下，计算了砷化镓（!1 !!2&）材料的正 ! 边形直柱光子晶体带隙结构 )发现随着 ! 的增加，光子晶体的对称性相

应提高，最大带隙的大小出现单调下降趋势 )当 ! 趋向于无穷大的时候，计算的正 ! 边形直柱光子晶体的带隙趋向

于零，与圆柱的情况完全相符 )
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! 2 引 言

光子晶体是周期性排列的介质或者金属结构 )
对于某些频率范围，光子晶体反射所有入射方向上

电磁波的所有偏振态，晶体就被称为有一个完整的

光子禁带 )频率处在禁带范围内所有模式的光及电

磁波都不能在其中传播 )光子晶体禁带的这一特点

具有广阔的应用前景 )光子晶体的许多应用都是基

于光子禁带的存在与大小 )因此在理论上计算禁带，

研究带隙随着光子晶体结构改变的变化规律具有重

要的实际意义 )
近年来，人们对二维［!—#］和三维光子晶体［&—’］

做了许多研究 )由于二维光子晶体在可见光和红外

光这一频率范围内很容易构造光子禁带［5—!"］，同时

二维光子晶体有许多重要的应用，如激光二极管反

馈镜，光子纤维等［!#］)所以，研究二维光子晶体的禁

带有很大的实用价值 )
计算二维光子晶体禁带常用的方法有平面波展

开方法［!&—!6］、时域有限差分法（+787）［!%—"$］、等效介

质法［"!］、特征矩阵法［""］、多重散射法［"#，"&］等等 )在前

面的工作中［"(，"6］，可以发现，通过不同的方式降低光

子晶体的对称性，可以使得光子晶体的带隙变大 )
9:;<= 等［"%］的工作显示降低光子晶体的对称性意味

着能带结构去简并，可以明显的增大带隙 )对于二维

正 ! 边形直柱光子晶体，可以看到随着 ! 的增加，

光子晶体的对称性相应提高，因此可以预计完全禁

带的大小会单调的减小 ) 而且，当 ! 趋向于无穷大

的时候，计算的正 ! 边形直柱光子晶体的带隙结果

与圆柱的情况会完全相符 )
然而，计算任意正 ! 边形直柱光子晶体用普通

的计算方法会变得很复杂，编程很繁 )因此我们采用

线性变换方法，将复杂的计算转化为一系列较为简

单的合适变换来实现 )文献［"’，"5］的工作显示了用

转动变换的处理方法，可以有效的处理不同方向排

列的光子晶体的带隙结构 ) 同样，在处理正 ! 边形

直柱光子晶体的时候，可以采取以下的具体变换来

实现：!）计算一个等腰直角三角形的介质分布，得到

一个较为简单的计算结果；"）通过转动!>& 得到另

外一个方向的介质分布计算结果；#）在保持外接圆

半径不变的情况下，通过压缩变换转化为圆心角为

"!>! 的等腰三角形介质分布的计算结果；&）通过转

动（ # * !）"!>!，（ # 1 !，"，⋯，!）分别得到第 # 个等腰

三角形的介质分布，最后得到正 ! 边形直柱光子晶
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体介质展开 !"#$%&$ 系数的计算结果 ’这样做的好处

是，可以从简单的计算结果出发，得到任意正 ! 边

形直柱光子晶体介质分布的计算结果，使得计算过

程的物理意义和数学表达都变得清晰明了 ’
本文，以砷化镓（!( ))*+）材料为例，用平面波

展开方法并结合线性变换方法计算了二维正方结构

正 ! 边形直柱光子晶体的带隙 ’ 分析表明，采用线

性变换方法可以简化计算 ’同时，带隙计算结果显示

当 ! 增加时，光子晶体的对称性随之提高，带隙的

大小趋于单调减小 ’ 当 ! 趋向于无穷大的时候，带

隙趋向于零，与圆柱的情况趋于一致 ’

, * 平面波展开方法

采用标准的平面波展开方法［)］来计算二维正方

结构正 ! 边形直柱光子晶体的带隙结构，我们采用

砷化镓（!, ( ))*+）材料，背景为空气（!) ( )）’
在 " 极化和 # 极化的情况下，关于 "$（ !）和

#$（ !）的方程分别为
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将
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!（ !），#$（ !），"$（ !）分别展开为平面波，
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将（0），（+）和（1）式代入（)）和（,）两式，得到下

面的本征方程：
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对于正方晶胞中二维正 ! 边形直柱光子晶体，

计算带隙最重要的是计算!/ )（ !）的 !"#$%&$ 变换系

数!/ )（"）’用普通的方法，积分很复杂，编程很繁 ’

下一节，给出线性变换方法的理论，然后计算线性变

换后的!/ )（"），求出本征频率"’

0 * 线性变换方法

考虑任意一个光子晶体，其介电常量为空间的

函数，设为!（ !）’一般的可以有

!（ !）(!) -#（ !）（!, /!)），

#（ !）(
) ! "直柱；

. ! #
{ 直柱，

（6）

式中!)，!, 分别为背景的电容率和介质柱的电容

率 ’
!/ )（ !）的 !"#$%&$ 变换系数为
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式中 *! ( ) ; ). 为正 ! 边形直柱光子晶体的填充率，

) 为正 ! 边形的截面积，). 为晶胞的面积 ’定义线性

变换操作算符，它是作用在矢量上的一个操作，可以

用常数矩阵表示 ’这种线性操作算符还可以细分为

表示伸缩变换的操作 +< 和转动变换的操作 + $ ’ 下

面具体讨论线性变换 ’假设线性操作算符 + ( + $，<为

一个在三维正交坐标系中与时间和位置无关的常数

满秩矩阵 ’
在线性变化下，

!+（ !）(!（+!）

(!) -#（+!）（!, /!)）’ （).）

对应的填充率为 *+ ( * 4 + / ) 4，这里 * 是变换之

前的光子晶体介质分布的填充率，*+ ( *! ( .*+ 是最

后的 正 ! 边 形 直 柱 的 总 填 充 率，+ / ) 是 + 的 逆，

4 + / ) 4是 + / ) 的行列式 ’ 则介质变换的 !"#$%&$ 系数
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从上面的方程，可以看到!! "
! 的 #$%&’(& 系数可

以按照转动倒格子矢量 ! 到 !) *（ ! ! " ）!! 后的

!! "（!)）计算出来 +我们希望通过一系列的变换使得

直接计算很难的过程变得简单明了 +举例来说，伸缩

变换 !, 可以看作是沿着 " 方向伸缩 #" 倍，沿着 $
方向伸缩 #- 倍的线性变换 +在二维系统中，!% 为

!%（#"，#-）*
# !"

" .

. # !"( )
-

+ （"-）

同理，可以定义系统按照顺时针转动"角度的

线性变换转动后的变换矩阵为

! &（"）*
/$,（!"） ! ,’0（!"）

,’0（!"） /$,（!"( )）
+ （"1）

下面具体计算!! "（!）的 #$%&’(& 系数 +
第一步：首先构造一个等腰直角三角形的介质

分布，结果如图 "（2）所示 + 从（3）式看出，主要就是

计算下面的积分：

&（!）*!(!’（’""4 ’$$）#（ "）5"5$，

式中

#（ "）*
" " "直柱；

. " #直柱{ +
计算结果如下：
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第二步：对图 "（2）的介质分布，通过旋转!96 的线性

变换 ! &（!96），得到了图 "（7）的介质分布形式 +相应

的变换矩阵为

! &（!96）*
& &-9- -9-

!& &
( )-9- -9-

+ （"8）

第三步：将图 "（7）的介质分布，在保持斜边不变的

情况下，通过压缩等腰三角形顶角到" * -!9) + 因

此，#"，#- 必须具有如下的形式：

#" * /$,（"9-）9&-- ，#- * ,’0（"9-）9&-- ，如图 "（/）

所示 +相应的变换矩阵为
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第四步：将图 "（/）的介质分布，通过旋转不难产生

正 ) 边形直柱光子晶体的整体介质分布 + 多边形沿

着逆时针第 * 个三角形可以从上面得到的结果，通

过逆时针旋转$* * !（ * ! "）"得到，因此第 * 个三

角形的变换矩阵

! &（$* ）*
/$,（!$* ） ! ,’0（!$* ）

,’0（!$* ） /$,（!$*
( )）

*
/$,（（ * ! "）"） ! ,’0（（ * ! "）"）

,’0（（ * ! "）"） /$,（（ * ! "）"( )）
+

（";）

由以上的分析，最后的关于正 ) 多边形的逆时针的

第 * 个等腰三角形的变换矩阵为

!* * ! &（$）!,（#"，#-）! &（"）+ （"<）

这样，可以从方程（-:）得到 !) *（ ! ! " ）!! + 最后的

介质分布如图 "（5）所示 +
按照以上的线性变换理论的分析和操作步骤，

正 ) 多边形直柱第 * 个等腰三角形的!! "
* （ "）的 #$%=

&’(& 变换系数!! "
* （!）的计算公式

!!"
*（!）* > ! !"

* > &（!) ）* > ! !"
* > &（! !"

* ）!( )! +
（"3）

最后不难得到正 ) 多边形直柱光子晶体总的

介质 #$%&’(& 变换系数

!!"（!）* ’
)

* * "
!!"

*（!）+ （-.）

对于 ! * .，要特别处理一下，但因为多边形的

填充率 +) * +! * .?6 已知，不难求得

!!"（.）* > ! !" > "
!-

+ 4 "
!"

" ! > ! !" >( )+ +（-"）

以上关于线性变换的分析是基于文献［-<，-3］的工作 +

6 ? 结果与讨论

下面计算正方晶格任意正 ) 边形直柱光子晶

体的带隙，以图 "（5）作为计算的模型 + 为了验证以
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图 ! 线性变换的示意图 （"）为等腰直角三角形的介质分布，腰长为 !；（#）为不改变形状，顺时针旋转!$%
的线性变换；（&）为在保持外接圆半径不变的情况下，沿着 "，# 分别压缩 $!，$’ 倍；（(）为通过转动!% ) *（ %

* !）"得到逆时针方向第 % 个小等腰三角形的线性变换，取遍所有的 % 值，得到最终的正 & 边形

图 ’ 在固定 ’ ) +,%，& ) % 的情况下，取砷化镓作为具体的计算材料，用线性变换方法计算出来的带隙结

构图，与普通算法的结果完全一致

上线性变换方法计算结果的正确性，以砷化镓为例 做具体的计算 -图 ’ 是取 & ) % 时计算出来了带隙结

./.’ 物 理 学 报 0! 卷



构图，与直接积分计算出来的带隙结构图完全一样 !
从而，证明了我们以上分析的正确性 !

图 " 在 ! 变化的情况下，计算出来的带隙大小变化规律图

可以发现，随着 ! 的增加，带隙出现单调减小的趋势，当 ! 趋向

于无穷大的时候，带隙大小与圆柱情况完全一致

为了便于比较正 ! 边形直柱砷化镓光子晶体

的带隙大小与 ! 的关系 ! 可以固定填充率 "! 的数

值，令 "! # $%& !当 " 固定时，正 ! 边形的外接圆的半

径 # 为

# #
’ "!

!()* ’!+( )! ! ! （’’）

这样可以比较 " 固定的情况下，! 的改变引起

的带隙大小变化的规律 ! 下面，! 取自然数 "，&，,，

⋯计算带隙的大小，将计算的结果画在图 " 中 !从图

" 可以看到，随着 ! 的增加带隙的大小出现了单调

的减少 !那是因为 ! 增加时，光子晶体的对称性会

相应提高，带隙结构简并情况会更加明显，因此相应

的带隙变小 !当 ! 趋于无穷，计算出的正 ! 边形直

柱的带隙大小趋向于零，与圆柱的情形相符合 !

, % 结 论

用线性变换方法，计算了二维正方结构正 ! 边

形砷化镓直柱光子晶体的带隙结构 !由于采用了线

性变换方法，使得介质平面波展开 -./0)10 系数的计

算变得简单和可操作 !在固定 " # $%& 的情况下，计

算不同 ! 情况下的带隙大小 !发现随着 ! 的增加，

光子晶体的对称性随之提高，由于能带简并的原因

使得带隙的大小呈现单调的下降 !
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