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通过详细计算表明，在准经典情况下，氢原子 !) ! 的矩阵元的量子力学结果与它的 *+,-+./+01矩阵元近似相
等，在经典极限下，它们相同 2
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! 引 言

*+,-+./+01对应原理的基本表述指的是量子力
学矩阵元〈!" @ #（ $）A % A!"（ $）〉与经典力学量 %（ $）

BC=0,+0展开系数 %# 之间的对应关系
［!］

〈!"@ #（ $）A % A!"（ $）〉

D〈" @ # A % A "〉+EF［,（&"@ # G &"）$ )"］

" %#（"）+EF（,#’（"）$）， （!）
其中 ’（"）为经典频率，%#（ "），’（ "）中的经典作
用量 ( 均用半经典符号 ( D ""记之 2 %#（ "）不妨称
为 *+,-+./+01矩阵元 2 *+,-+./+01对应原理最初系统
表述可见文献［!—3］，与量子力学的相容性可见文
献［$］，现代的表述见文献［4，(］2 早期利用 *+,-+.7
/+01对应原理主要是用它来量子化经典体系 2 后来
曾用来计算各种不同势场中量子力学矩阵元，这方

面有一篇引用得很多的文章值得一读［3］2近年来，
该原理吸引了广泛的注意［4—&］，主要由于它在量子

化经典混沌体系时有很大的优越性，还由于高激发

态 HIJ/+01原子的研究要求有大量子数时的量子力
学的简捷表述 2
尽管氢原子的量子力学是量子力学的基石，还

少有文章讨论 *+,-+./+01对应原理在氢原子的量子7
经典对应中的应用问题 2针对氢原子，以前曾有过许

多解析［5，!%］和数值方法［!!］来比较量子力学矩阵元和

*+,-+./+01矩阵元 2 但有两个问题，!）在大量子数情
况下，一般用量子力学 KLM近似求得的近似矩阵
元，然后和 *+,-+./+01矩阵元进行比较 2 #）和严格量
子力学结果的比较，局限于主量子数的区间不超过

#% 2最近，我们通过解析计算解决了氢原子体系中力
学量 )，*，+ 的矩阵元的经典对应问题，并得到将
（!）式从一维推广到了三维的一个新表述［&］2本文则
通过研究力学量 !) ! 来研究 *+,-+./+01对应原理下
氢原子的量子7经典对应 2
本文求得经典 L+F:+0问题中径向变量倒数即 !)

! 的 BC=0,+0级数展开式，并给出 *+,-+./+01矩阵元 2
求量子力学矩阵元，并讨论在经典极限下的简化

形式 2

# L+F:+0问题的经典力学解和 *+,-+.7
/+01矩阵元

在球极坐标中，让太阳（原子核）固定在坐标原

点，让地球（电子）绕其运动，其轨道为椭圆轨道，

! D ,（! G -?C-!）， （#）
, 为椭圆的半长轴，- 为偏心率，!为偏近点角（+?7
?+.N0,? 9.C89:I），在 L+F:+0问题中，!满足如下 L+7
F:+0方程：

’$ D! G --,.!2 （3）
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利用 !"##"$%&’()"*+ 展开公式将（, - !./#!）
- ,

展开，可以得到［,0］

,
" 1 ,

#（, - !./#!）
1 ,

# !
2

$ 1 -2
%$（$!）"3(（4$&’），

%5（5）1 ,6 （7）
它其实就是 ,8 " 的 9/:;4";级数形式 6
将第 $ 个 9/:;4";级数的展开系数 %$（ $!）8# 中

的经典力学量用半经典符号加以改写，直接的形

式是

%$（$!）
（(0 #5）
， ! 1 , - )0

(" 0， （<）

其中 #5 为 !/=;半径，( 为主量子数，) 为角量子

数 6要求 %$（$!）8(0 #5 和量子力学矩阵元〈 ( > $，) ?
,8 " ? (，)〉在主量子数变化的很大的区间内以同样
的精度近似相等是不可能的 6 故此，以往的讨论总
是想方法来调整 @"4#"+A";B 矩阵元中主量子数 (，
角量子数 ) 的定义，来使它和量子力学矩阵元在 (
较小的区间内符合得较好 6 举例说，我们将半经典
矩阵元中的主量子数 ( 重新定义为 (*，(* 或者是 (
> $ 和 ( 的算术平均，或者是 ( > $ 和 ( 的内插
值，即

(* 1 ( > $
0
［<，C］

，或者 (* 1 08 ,
( > $ > ,( )(

［0，D］

6

（C）
将 @"4#"+A";B矩阵元中的量子数 ) 重新定义为 )* 1 )

> ,
0等等 6由于因为非本文目的，本文不作这样的比

较 6 由 @"4#"+A";B 矩阵元（<）式和量子力学矩阵元
（E）式的比较可知，两者之间相差很大，要定量比较
(* 和 )* 的哪一种定义较优，一般要用到数值方法 6
我们注意到当量子数 )，( 很大，$ 很小时，(*# (，

)*# )，应该能够解析地证明 @"4#"+A";B 矩阵元（<）
式和下面给出的量子矩阵元（E）式近似相等 6 下一
节我们将讨论这一点 6

D 量子力学矩阵元及其经典极限

本文要求的量子力学矩阵元为〈 ( > $，) ? ,8 "
? (，)〉6 这是一个基本的量子力学量 6 历史上曾经
很多作者给出过它的结果，但繁简程度相差很大 6
吴大猷比较过不同的结果并给出了他自己的表达

式［,D］，我们认为吴大猷的结果可能是简单的［,D］6 下
面就介绍并利用他的结果 6

氢原子的径向波函数为

+()（ "）1
（( - ) - ,）！
0(［（( > )）！］D

0,
(#( )

5
[ ]D ,

0

· ) -"80
"

) -0 )>,
(> )（"）， （F）

其中"1 0,
(#5

"，#5 1 #
0

$!0
为 !/=; 半径 6 -0 ) > ,

( > )（"）为

G’B:";;"多项式 6 吴大猷给出的结果经简化后为

〈(’，) ? ,
" ? (，)〉

1 .(’).()#0
57) （(’(）)>0
（(’> (）0)>0
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·!
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其中 .() 1
（. - ) - ,）！
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0,
(#( )

5
[ ]D ,

0
为归一化系数 6

让 $ 1 (’- (，则矩阵元为

〈( > $，) ? ,
" ? (，)〉

1 .(’).()#0
57)（( > $）)>0
（0( > $）0)>0
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$
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，

（H）
下面将（H）式中的量在 (，)，( - ) 均为较大数时进
行简化 6 为此目的，我们先将（H）式的求和中的两
个阶乘的商进行简化 6
（( > ) > $ > /）！
（( - ) - / - ,）！
1（( > ) > $ > /）（( > ) > $ > / - ,）⋯（( - ) - /）

1（( > ) > $）！
（( - ) - ,）！$

/

%1,
（( > ) > $ >%）（( - ) -%）

1（( > ) > $）！
（( - ) - ,）！（(

0 - )0）/$
/

%1,
, > $ >%

( >( )) , - %( -( ))
#
（( > ) > $）！
（( - ) - ,）！（(!）

0 [/ , > /（0$ > / > ,）
0（( > )） - /（, > /）

0（( - ) ]） 6

（,5）
这样，保留至一阶项，（H）式的求和因子近似为
（( > ) > $）！
（( - ) - ,）！

,
（(!）$
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其中
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!（!，"）! " !（# " $ !）
##

$ "（#! $ " $ %）
#（# $ $） " "（ " $ %）

#（# " $）&

将（%%）式代入（’）式中，则求和因子前的系数为

%#’$%#$&#
() $（# $ !）$$#
（## $ !）# $$#

（# $ $ $ !）！（# $ $）！

·
（# $ $ $ !）！
（# " $ " %）！

%
（#’）!

! %
## &(

## $$#

（#’）!
（# $ !）$
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·
（# $ ! " $ " %）！（# $ $ $ !）！
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%
#
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准确到一阶项，（%#）式中根号下的表达式为
（# $ ! " $ " %）！（# $ $ $ !）！
（# $ $）！（# " $ " %）！

! !
!

"! %
（# " $ " % $"）（# $ $ $"）

!（## " $#）!!
!

"! %
% $" " %

# "( )$ % $ "
# $( )$

"（#’）#! % $ !（! " %）
#（# " $）$

（! $ %）!
#（# $ $( )） & （%*）

这样，（%#）式的近似结果为
%

## &(
（% $!’（!））， （%)）

其中

!’（!）! !（! " %）
)（# " $）$

!（! $ %）
)（# $ $）"

!
# &

于是，我们发现矩阵元（’）在 #，$，# " $ 均较大时为

〈# $ !，$ + %
( + #，$〉

! %
## &(
［% $!’（!）］#

#" $"%

" ! (

（" %）"
（! $ "）！"！

·
!’( )#

# "$ !
（% $!（!，"））& （%,）

注意到（%,）式中的求和正好是 -.//.0函数之级数表
示的前 # " $ " %项，即

)!（ *）!#
1

" ! (

（" %）"
（! $ "）！"！

*( )#
#!$ "

!#
%

" ! (

（" %）"
（! $ "）！"！

*( )#
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$ （" %）%$%

（! $ % $ %）！%！
*( )#

#!$ %$%
（#*）， （%2）

其中#是一小于 %的正数 & 当 % 很大时，（%2）式后
面的项实际上是 -.//.0函数 )!（ *）345067展开式中
的 84974:9.余项 & 在 % 较大时，很容易证明其贡献
很小 & 首先，为了清楚地看出（%,）式的意义，我们只
准确到零级近似，即为

〈# $ !，$ + %
( + #，$〉"

%
## &(

)!（!’）& （%;）

它正好是我们所希望的结果 & 很显然一阶修正项只
在 ! 和 # " $ 可以比拟时起作用 & 也就是说，#，$，
# " $ 较大，而 ! 较小时，（%;）式近似成立 &

) 讨论和结论

一般来说，量子力学的经典对应问题根本不是

一个简单的问题 & 但有两方面的问题是清楚的 & 一
是有许多宏观量子现象根本没有经典对应；二是在

物理上有意义的（即实验上可观测的）参量（如量子

数）的取值范围内，量子力学在长时间、大范围内给

出与经典力学相符的结果是根本不可能的，这常常

被简而言之为量子力学没有经典极限 & 本文支持这
些普遍接受的观点 &
本文结果可简单总结如下：通过具体计算，我

们给出了当 #，$，# " $ 较大，! 较小时的 %< ( 的氢
原子矩阵元 & 很清楚地看出它的零级近似即为
=.>/.:?.79矩阵元 & 本文还给出了一级近似的结果 &
在经典极限

$$ (，# $ 1，$ $ 1，#$ ! )(，

$$ ! )%，（)(，)% 有限） （%@）
下，对于有限的 !，量子力学矩阵元和 =.>/.:?.79矩
阵元相同 & 或者说此时的对应关系转化为同一关
系 & 这一研究与以前的研究结论［%)］一致 &

本文作者之一（贾）感谢李侃同学的有益讨论 &
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