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从二阶矩的定义出发，给出了一类新光束———厄光*双曲正弦*高斯（+,-.）光束 !’ 因子的解析公式，公式表明

+,-.光束的 !’ 因子是光束阶数 "和参数!的函数 /作为本公式的特例，给出了厄光*正弦*高斯（+,0.）双束、双曲
正弦*高斯（,-.）光束以及正弦*高斯（,0.）光束 !’ 因子的解析公式 /对 +,-.光束的束腰宽度、远场发散角及 !’ 因

子做了数值计算，并对所得结果作了分析 /

关键词：厄米*双曲正弦*高斯光束，厄米*正弦*高斯（+,0.）光束，!’ 因子，二阶矩

#$%%：&’##

!激光技术国家重点实验室基金（批准号：’##"*###1，’##"*##"#）和西南交通大学校科技发展基金资助的课题 /
% 西南交通大学客座教授 /

" 引 言

激光光束的特性可由许多有意义的参数来表

示，!’ 因子（光束传输因子）对不同的各种激光光

束而言是非常有用的特征参数之一，当光束通过理

想的一阶光学系统时它是一个传输不变量［"，’］/对许
多激光光束的 !’ 因子已经作了深入的研究，例如

直角坐标系下的厄光*高斯光束，柱坐标系下的拉盖
尔*高斯光束［"］，平顶高斯光束［$—!］、贝塞尔*高斯光
束［)，2］等 /最近，34567859: 等人从 +7;<-9;=> 方程出
发，在较为一般情况下，推导出了一类有广泛意义的

厄光*正弦类*高斯（+,.）光束解，并提出了用正弦类
高斯光阑和光腔产生 +,. 光束的方法［1—""］/事实
上，厄米*双曲正弦*高斯（+,-.）光束、厄米*正弦*高
斯（+,0.）光束、厄米*双曲余弦*高斯（+3-.）光束、厄
米*余弦*高斯（+35.）光束，双曲正弦*高斯（,-.）光
束、双曲余弦*高斯（3-.）光束、正弦*高斯（,0.）光
束、余弦*高斯（35.）光束以及厄米*高斯光束和高斯
光束等均可视为 +,.光束的特例 /迄今，对其中一
些光束的传输特性及 !’ 因子已作了深入的研

究［"’—")］，但还未见对 +,. 光束 !’ 因子的研究报

道 /本文从二阶矩的定义出发采用适当的数学技巧，
严格推导出了厄米*双曲正弦*高斯（+,-.）光束 !’

因子的解析公式，与已发表的工作相比本文所得结

果具有更为普遍的意义，+,0.光束、,-.光束和 ,0.
光束的 !’ 因子可视为本文的特例直接得出，文中

对此作了具体分析，并对 +,-.和 ,-.光束的束腰
宽度、远场发散角及 !’ 因子作了数值计算和讨论 /

’ +,-.光束的 !’ 因子

二维 +,-.光束在 # ? #平面上的场分布为［"#］
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其中，&# 为高斯振幅分布的束腰宽度，’" 为 " 阶厄
米多项式，"# 为与 50:-项相关的参数，50:-为双曲
正弦函数 /双曲正弦函数可写为

50:-（"# %）?
7@6（"# %）A 7@6（A"# %）

’ / （’）

将（’）式代入（"）式整理得
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其中，!""! %! 为光束参数 ,在 & " !平面上 -./0
光束的光强为
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由空间域的二阶矩定义［#］
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为空间域的一阶矩，由于

-./0光束的对称性，"— " !,将（(）式代入（3）式，并
利用厄米多项式的递推公式
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经繁冗的积分计算后，最后结果可整理为

#$
" " + * * + ) * +!

, * * , ) * ,!， （7）
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其中 *-
$ 及 *$ 分别为缔合拉盖尔函数和拉盖尔

函数 ,
将（#!）—（#+）式代入（7）式，并整理得
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在空间频率域中场分布的定义为
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将（#）式代入（#3）式，利用积分［#5］
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得 / " !平面上空间频率域的场分布
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由空间频率域的二阶矩定义
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其中一阶矩
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将（#6）式代入（#5）式，经过非常繁冗的中间积分计
算过程，最后得到
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由（#(）式及（#7）式，得到二维 -./0 光束 1$

因子［#］
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由（!-）式，可以看出，./01光束的传输因子是厄米
函数的阶数 $ 和参数"的函数 ,
由二阶矩定义［%］及（%#），（%2）式，可得到 ./01

光束的束腰宽度及远场发散角，当 $ " -，%，! 和 3
时，归一化束腰宽度及远场发散角随"的变化情况
分别如图 %，图 !所示 ,由图 %可以看出，./01光束
的束腰宽度是阶数 $ 及参数"的函数，/01光束（ $
" -）的束腰宽度在"较小时（如" 4 56-）随参数"
的增加而减小，在"较大（""56-）时，束腰宽度等
于基模高斯光束的束腰宽度 &-，对于 $ " %，! 和 3
的 ./01光束，在"较小（$ " %，"4 56#-；$ " !，"4
567-；$ " 3，"4 76#5）时，其束腰宽度随"的变化是
非单调的，具体变化情况如图 %所示，在"较大时，
束腰宽度不随"的变化而变化，其束腰宽度分别为

!3&-，!5&- 和!8&- 6 由图 !可以看出，./01光束的
远场发散角也是阶数 $ 及参数"的函数，/01光束
（$ " -）和 $ " %，!的 ./01光束的远场发散角随参
数"的增加而单调增加，对 $ " 3时的远场发散角，
在"较小时，其远场发散角随"的变化是非单调
的，当"较大（如""!69!）时，远场发散角随"的增
大而单调增加 ,

3 特 例

!"# ! $ #，%和 !时的 &’()光束的 "% 因子

（!-）式给出了普遍的 ./01类光束的 !! 因子，

当 $ " %，!和 3时，由（!-）式得
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图 % ./01光束的归一化束腰宽 ’- ’&- 随"的变化（&- 为

对应基模高斯光束的束腰）

图 ! ./01光束的归一化远场发散角#- ’$- 随"的变化

$- " %&&-
( )为对应基模高斯光束的远场发散角
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图 .给出了 /012光束的 !% 因子随参数!的

变化曲线 -由图 . 可以看出，当 " 3 4（012光束），)
时，!% 因子随!的增大而增大；而当 " 3 %，.时，!%

因子不是随!的增大而单调增加的，例如，" 3 %，当
4 5!!)6*(时，!% 因子随!的增大而减小，当!7
)6*(时，!% 因子随!的增大而增大；" 3 .，当 4 5!
!%6%*时，!% 因子随!的增大而减小，当!7 %6%*
时，!% 因子随!的增大而增大；由图 . 还可以看
出，!% 因子随 " 的增大而增大 -

图 . " 3 4，)，%，.时，/012光束的 !% 因子随!的变化

!"# $%&光束的 !# 因子

令 " 3 4，由（%4）式得到 012光束的 !% 因子为
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（%,）式与文献［)%］的（8）式完全相同 -图 )中，" 3 4
时，即为 012光束的 !% 因子随离心参数!的变化
曲线 -

!"! ’$(&光束的 !# 因子

利用双曲正弦函数与正弦函数的关系
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令

! 3 :"， （%+）
将（%+）式代入（)）式，得到 /0:2光束在 $ 3 4平面上
的场分布函数
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由（%4）式得到 /0:2光束的 !% 因子
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!") $(&光束的 !# 因子

令 " 3 4，由（.4）式可得 0:2光束的 !% 因子

!% 3 )
!"#（"

% &%）$ )
［) $"

% ’（"
, $ %）!"#（"

% &%）’

（"
% ’ )）!"#（"

%）］)&% - （.,）

, 结 论

本文依据二阶矩的定义，严格推导出了具有较
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为普遍意义的 !"#$ 光束的 !% 因子的解析公式

（%&）式 ’ !"($，"#$和 "($光束的 !% 因子可作为本

文特例给出来，并对 !"#$和 "#$光束的束腰宽度、

远场发散角和 !% 因子作了数值计算和讨论 ’为说
明主要物理问题，文中所作的计算是对二维光束进

行的，但推广到三维情况是直截了当的 ’
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