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对常规的带有棱镜对色散补偿的四镜腔固体克尔透镜锁模激光器，现有文献只考虑晶体的材料色散而忽略了

晶体的斜入射所带来的角色散 )首次给出了由于在晶体处的斜入射，不同波长的光线在该激光谐振腔中的振荡回

路 )给出了考虑晶体处的斜入射后二阶、三阶色散的解析表达式 )并计算了斜入射带来的对激光晶体和棱镜对系统

二阶、三阶色散的影响 )

!国家重点基础研究项目（批准号：*+%((("#,$"%）资助的课题 )
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% 引 言

对常规的带有棱镜对色散补偿的四镜腔固体克

尔透镜锁模激光器［%］，现有的文章在考虑该激光器

的色散时，均将不同波长的光线在晶体中作为沿同

一路径传播来处理 )只考虑晶体的材料色散而忽略

了晶体的斜入射所带来的角色散 ) 由文献［$，!］可

知，若光线在晶体表面斜入射时，不同波长的光线在

晶体中将以不同的路径传播，因此不仅存在材料色

散，还具有角色散 )本文给出了由于在晶体处的斜入

射，不同波长的光线在该激光谐振腔中的振荡回路 )

给出了考虑晶体处的斜入射后二阶、三阶色散的解

析表达式 )并计算了晶体的斜入射带来的对激光晶

体和棱镜对系统二阶、三阶色散的影响 )

$ 二阶、三阶色散的解析表达式

不同波长的光线在激光谐振腔中的振荡回路如

图 % 所示 ) 其中虚线表示中心波长光线，为参考光

线；实线表示波长为!的某一偏离中心波长的光

线 )钛宝石晶体为任意角度切割，棱镜对顶角可偏离

布儒斯特棱镜 )折叠镜 !%，!$ 曲率半径相等 )

图 % 两种不同波长的光线在四镜腔克尔透镜锁模激光器中的振荡回路
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因为从折叠镜反射到两长臂的光线必须是平行

的，因此 !! 和 !" 分别为折叠镜 "! 和 "" 的焦点 #
若 #$ #% 为垂直于光线的界面，下面以 #& #! 为分界

线来求考虑晶体处的斜入射后晶体部分和棱镜对色

散补偿系统的二阶、三阶色散的解析表达式 #

!"# 晶体部分

由图 ! 可知，若我们认为 !! $! ’ $! #! 与 !! $&

’ $& #&，!" %! ’ %! &! 与 !" %& ’ %& && 光程近似相

等，忽略掉这部分光程差的影响，则光线在腔内往返

一次晶体部分对色散有贡献的光程为

’$（!）( "［!! (! ’ )（!）·(! *! ) !" *!］，（!）

其光路如图 " 所示 #

图 " 晶体部分对色散有贡献的光路图

因 为 !! (! ! !" *!，!! (& ! !" *&，(! (& !
*! *&，!!! (! (&"!!" *! *&，有

!! (!

!! (&
(

!" *!

!" *&
， （"）

若假设 !" *& ) !! (& (!+，则有

!! (! ) !" *! ( )
!! (!

!! (&
·!+， （*）

!+ 可以为正，也可以为负 #若!+ ( &，!! (! ( !" *!，

不同波长的光线在晶体中相互平行，’$（!）( ")（!）

·(& *&，此时的色散仅由晶体的材料色散决定 # 由

!!! (! (& 可知

!! (!

!! (&
(

+,- "" ."( )&

+,- "" #( )" ( /0+"&·/0+)!"，（1）

式中!2!& 时取上面的符号 #! 3!& 时取下面的符

号 #将（1）式代入（*）式有

!! (! ) !" *! ( ) /0+"&·/0+)!"·!+ # （4）

由!(! *$& *! 可知

(! *!

+,-#$ ( ,
+,-（") 5$ 5 )#$）

， （6）

角$，#$ 如图 " 所示 #$可正可负，在 (! *$& 以上为

正，在 (! *$& 以下为负 #因当$2 & 时，#$ ("" )%；当

$3 & 时，#$ ( "" ’%（%为晶体楔角，, 为晶体长

度）#由（6）式可知

(! *! ( ,·/0+%·/0+)!（$ ’%）# （7）

将（4），（7）式代入（!）式有

’$（!）( "［) /0+"&·/0+)!"·!+ ’ ,·)（!）

·/0+%·/0+)!（$ ’%）］# （8）

利用（8）式求 ’$（!）对!的一、二、三阶导数，可得中

心波长!& 处的
9’$
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，
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若激光晶体为布儒斯特角切割，利用 :;-"& (

)，:;-%( !
) ，（<），（!&），（!!）式可简化为
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由（$-）式，（$$）式可知，在晶体长度 !、楔角$
以及%$ &-，%" ’- 已知的情况下要求出晶体的二阶、

三阶色散，必须给出"，#对波长!的一、二、三阶导

数 +由!&$ ’&- ’$ 可知

’&- ’$

./0 1" 1 ’ !
./0（% ( 1" 1 (&&）

，

因当"2 - 时，&& ’ "" ($；当" 3 - 时，&& ’ "" !$，

有

’&- ’$·45.（" !$）’ !·./0 1" 1 + （$*）

由折射定律可知

./0# ’ "（!）·./0（" !#&-）’ "（!）·./0（" !$）+
（$)）

由!%$ &$ &- 可知

&$ &-

./0&-
’

%$ &-

./0&
，

因当!2!- 时，&- ’#(#-，&’"" (#；当!3!- 时，

&- ’#- (#，&’"" !#，有

&$ &-·45.# ’ %$ &-·./0 1# (#- 1 + （$6）

由!%$ &$ &-!!%" ’$ ’-，可知

&$ &- 7 ’&- ’$

&$ &-
’

%" ’-

%$ &-

（式中!$ 3 - 时取“ ! ”，!$ 2 - 时取“ ( ”），上式可

写成

&$ &-·1!$ 1 ’ ’&- ’$·%$ &- + （$8）

由（$*）式，（$)）式，（$6）式，（$8）式，并考虑到!$ 2 -
时，!2!-，则"2 -，#3#-，!3!- 则" 3 -，#2#-；

!$ 3 - 时，!2!- 则" 3 -，#3#-，! 3!-，则" 2 -，

#2#- +于是可得

!·./0"·$ ( ""（!）·./0"（" !$" ）

’!$·45.（" !$）·［"（!）·./0（" !$）·45.#-

( $ ( ""（!）·./0"（" !$" ）·./0#-］+ （$9）

由（$9）式可求出"，再通过（$)）式即可求出#+"，#
均为!的函数 +将（$9）和（$)）式对!求导，可得"和

#对!的一、二、三阶导数 +"和#对!的一、二、三

阶导数的解析表示式见附录 :+

!"! 棱镜对色散补偿系统

以往计算棱镜对的色散时，都将不同波长的光

线以沿同一路径入射到棱镜对来处理的［,，*］+由图 $
可知，在考虑光线在晶体处的斜入射带来晶体的角

色散后，不同波长的光线不再以同一路径入射到棱

镜对，而是各自产生了不同的平移 +棱镜对色散补偿

系统的光路如图 % 所示 + 其中实线仍表示波长为!
的某一偏离中心波长的光线，两条点划线分别表示

在棱镜 ( 中上、下边界的光线，波长分别为!- !!!" ，

!- (!#"（!!为锁模脉冲的带宽），为参考光线 +设两

棱镜顶点间的距离 )* ’ +，由图 % 及文献［,］可知，

,$ )$ ! "&)$ -$ 与 ,% )，*$ .$ ! "&/$ *$ 与 *." 光程

相等，则光线在腔内往返一次棱镜对系统对色散有

贡献的光程为

#;（!）’ "［"&（!）·-$ 0$ ! 0$ ($ ! "&（!）· ($ /$］

’ " +·45.’$ ’ " +·45.（’ !’"）+ （"-）

由图 % 可知

./0’" ’
)0"·45.&&"

+ #
))"·45.&&"

+ ， （"$）

))" ’
1" 1%

45.&"
#

2·!&
"45.&"

， （""）

式中&"，&&" 分别为棱镜 ( 的下边界光线的入射角和

出射角，!&为两边界光线之间的夹角 + 由图 $ 及

（$)）式可知

!& ’#" (#% ’ {<=4./0 " !- (!!( )"

·./0 "!- (!!( )" ![ ] }$

( {<=4./0 " !- !!!( )"

·./0 "!- !!!( )" ![ ] }$ ，（"%）
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图 ! 棱镜对色散补偿系统光路图

式中!"，!! 分别为在激光晶体处的上、下边界光线

的入射角 #由文献［$］得

"%" & ’()*+,［*+,#%

· !% " $- .!$( )" . *+,""! "

. )/*#% ·*+,""］， （"$）

#% 为棱镜顶角 #又有

"" &"0， （"1）

"0 为波长为$的光线在棱镜 " 上的入射角 #将（""），

（"!），（"$），（"1）式代入（"0）式得

*+,%" & #·｛ {’()*+, ! $- .!$( )"

·*+, &$- .!$( )" 2[ ] }#

. {’()*+, ! $- 2!$( )" · [*+, &$- 2!$( )"

2 ] }# ｝· { [)/* ’()*+, *+,#%

· !% " $- .!$( )" . *+,""! 0 . )/*#% ·*+," ] }0

3" $·)/*"0 # （"4）

由（"4）式可知%" 为"0 的函数 #由图 ! 可知

"%0 2% &"%" & 常数， （"5）

"%0 为波长为$的光线经过棱镜 " 后的出射角 # 由

（"-），（"4），（"5）式以及文献［$］中的（0-），（01）式可

知，在任意角入射棱镜 " 的情况下，若光线在棱镜对

中以最小偏向角传播，则有

6" %7
6$" & $ $*+,（% 2%" [）

0
!% ·8’,"0
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!% " ·
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（":）

! 结果分析

由前面的解析表达式可知，当光线在晶体处斜

入射时，晶体的二阶、三阶色散
6" %%
6$" ，

6! %%
6$! 是 &，!’

和#的函数 #
图 $、图 1 为晶体的二阶、三阶色散随晶体长度

的变化曲线 #图中运转波长为 9--,;，钛宝石晶体为

9--,; 处的布儒斯特角切割，!’ 取值如图 $ 所示 #
插图为部分放大曲线 #图中!’ & - 的曲线为只考虑

材料色散时的曲线 #由插图可知，当!’ < - 时，二阶

色散的值以及三阶色散的绝对值比只有材料色散时

的值要大；当!’ = - 时，情况正好相反 #
图 4、图 5 为晶体的二阶、三阶色散随!’ 的变

化曲线 #图中晶体长度为 1;;，其他参数与图 $ 相
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图 ! 晶体的二阶色散随晶体长度的变化

图 " 晶体的三阶色散随晶体长度的变化

图 # 晶体的二阶色散随!! 的变化

同 $折叠镜的曲率半径均为 %&&’’，为了获得像散补

偿，折叠角!应为 ()$ 在两长臂长度 "%，"* 分别为

%&&+’ 和 #&+’ 时，由附录 , 可得，在稳区范围内!!
的 变 化 范 围 为 - %.##*/’’ 0 !! 0 &.1%2’’ 和

- #.%%"(’’ 0!! 0 - /$"/#"’’$
由图 ! 至图 2 可以看出，尽管由解析表达式可

图 2 晶体的三阶色散随!! 的变化

知，晶体的二阶、三阶色散
3* #4
3"* ，

3/ #4
3"/ 不但是 $ 的函

数，也是!! 的函数，即晶体的角色散引起的二阶、

三阶色散应随晶体在两折叠镜之间的位置的变化而

变化。但计算表明，在通常情况下，即!! 离
$
%/ 这一

稳区边界较远时，考虑晶体处的斜入射带来角色散

后的二阶、三阶色散与仅考虑材料色散时的偏差很

小，即这种变化几乎可忽略。这是因为，计算表明在

（%）式中由 *（&% ’% - &* (% ）引起的色散和 *%（"）·

’% (% 减去材料色散 *$·3* %
3"( )* 时的色散符号相反，

且几乎相互抵消所致 $ 但当!!!
$
%/ 这一稳区边缘

时，情况产生突然的变化 $ 从图 #、图 2 可以清楚地

看出，随着!!!
$
%/ 这一稳区边缘，二阶色散的值以

及三 阶 色 散 的 绝 对 值 迅 速 增 加 $ 由 附 录 5 中 的

（52），（5(），（51）式可知，这是因为#对"的一、二、

三阶导数的表达式中分母趋于零，而导致
3#
3"

，
3*#
3"* ，

3/#
3"/ 的迅速变化所致 $因此，当晶体位置在这一区域

附近时，晶体位置的变化带来色散迅速变化会影响

锁模脉冲宽度及锁模的稳定性 $
图 (、图 1 为晶体的二阶、三阶色散随晶体楔角

$的变化曲线 $图中晶体长度为 "’’，其他参数与图

! 相 同 $ 由 图 (、图 1 可 以 看 出，当 晶 体 楔 角 较 小

（ 0 %&)）时，考虑在晶体处的斜入射带来角色散后的

二阶、三阶色散与仅考虑材料色散时的偏差很小 $随
着晶体楔角接近布儒斯特角切割，其偏差逐渐增大 $
当晶体楔角大于布儒斯特角切割时，其二阶、三阶色

##* 物 理 学 报 "% 卷



图 ! 晶体的二阶色散随晶体楔角的变化

图 " 晶体的三阶色散随晶体楔角的变化

散迅速变化 #!! $ % 时，二阶色散的值以及三阶色散

的绝对值随钛宝石楔角的增加而增加；!! & % 时，情

况正好相反 #

图 ’% 棱镜对的二阶色散随棱镜顶角的变化

图 ’%、图 ’’ 为石英棱镜对的二阶、三阶色散随

棱镜顶角!( 的变化曲线 #纵坐标为两棱镜顶角分离

图 ’’ 棱镜对的三阶色散随棱镜顶角的变化

单位长度时的值 #图中脉冲宽度为 ’%)*，对应的谱宽

!"!+, # -./（假设脉冲为双曲正割），运转波长为

!%%./，光线在棱镜对中以最小偏向角传播 # 由图

’%、图 ’’ 可以看出，考虑在晶体处斜入射后带来角

色散时对棱镜对的二阶色散影响不大，而对其三阶

色散影响相对较大 #由插图可知，!! $ % 时二阶色散

的绝对值以及三阶色散的值比!! & % 时的值小，但

是均比只有材料色散时的值小 #总之，考虑在晶体处

的斜入射后带来角色散使棱镜对的二阶色散的绝对

值以及三阶色散的值减小 #各种材料的棱镜对色散补

偿系统的二阶、三阶色散随各参数（波长、入射角、棱

镜顶角、插入量）的变化关系均与文献［0］中各图所示

趋势相同，仅有线性的变化，这里不再重复画出 #

0 结 论

本文给出了光线在晶体处斜入射时，不同波长

的光线在四镜腔克尔透镜锁模激光器中的振荡回

路 #给出了考虑晶体处的斜入射后二阶、三阶色散的

解析表达式 #并计算了晶体的斜入射带来的对激光

晶体和棱镜对系统二阶、三阶色散的影响 # 计算表

明，当!! 离
"
#- 这一稳区边界较远时，考虑晶体处的

斜入射带来角色散后的二阶、三阶色散与仅考虑材

料色散时的偏差很小 # 但当!!"
"
#- 这一稳区边缘

时，二阶色散的值以及三阶色散的绝对值迅速增加 #
当晶体位置在这一区域附近时，晶体位置的变化带

来色散迅速变化会影响锁模脉冲宽度及锁模的稳定

性 #棱镜对色散补偿系统的计算表明，对棱镜对的二

阶色散影响较小，而对三阶色散影响相对较大，使棱
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镜对的二阶色散的绝对值以及三阶色散的值减小 !
因此，要想更好地补偿二阶色散以及得到更精确的

三阶色散的值，减小对锁模脉冲宽度的影响及提高

锁模的稳定性，则必须考虑在晶体处的斜入射后带

来角色散对激光晶体及棱镜对系统的二阶、三阶色

散的影响 !

附录 " !和"对#的一、二、三阶导数

将（#$）式和（#%）式对#求导，可得!和"对#的一、二、三阶导

数 !若令

! & "·’()! *!#·)+,"-·)+,（! .$），

!# & "·)+,! .!#·)+,"-·’()（! .$），

$ & # * %/·)+,/（! .$），

$# & %·)+,/（! .$）·
0%
0# . #

/ %/·)+,/（! .$）·
0!
0#

，

& & )+,/（! .$）·
0%
0( )#

/
. /%·)+,/（! .$）·

0!
0#

·
0%
0#

. %·)+,/（! .$）·
0/ %
0#/ . %/·’()/（! .$）·

0!
0( )#

/
，

’ & /’()/（! .$）·
0!
0#

·
0%
0# . #

/ )+,/（! .$）

·
0/ %
0#/ * /%·)+,/（! .$）·

0!
0( )#

/
，

$1# & & . #
/ %/·)+,/（! .$）·

0/!
0#/ ，

&1 & 2)+,/（! .$）·
0%
0( )#

/
·

0!
0# . 2)+,/（! .$）·

0%
0#

·
0/ %
0#/

. %%·’()/（! .$）·
0%
0#

·
0!
0( )#

/
. /%·)+,/（! .$）·

0/!
0#/

·
0%
0# . 2%·)+,/（! .$）·

0!
0#

·
0/ %
0#/ . %·)+,/（! .$）·

02 %
0#2

* /%/·)+,/（! .$）·
0!
0( )#

2
. /%/·’()/（! .$）·

0!
0#

·
0/!
0#/ ，

’1 & * %)+,/（! .$）·
0!
0( )#

/
·

0%
0# . /’()/（! .$）·

0%
0#

·
0/!
0#/

. 2’()/（! .$）·
0!
0#

·
0/ %
0#/ . #

/ )+,/（! .$）·
02 %
0#2

* 3%·’()/（! .$）·
0!
0( )#

2
* 3%·)+,/（! .$）·

0!
0#

·
0/!
0#/ !

利用
0!
0#

& * !#·
0!
0#

，
0!#
0#

& !·0!
0#

，
0$
0#

& * /$#，
0$#
0#

& $1#，
0&
0#

& &1 ，

0’
0#

& ’1 !可得

0!
0# [& #

/!#·’()"-·)+,/（! .$）. !# $* #
/ ·%·)+,/（! .$ ]）

·
0%
0 [#

!$
#
/ * #

/ !# $* #
/ ·%/·)+,/（! .$）

*!#·’()"-·%·’()/（! .$ ]） ， （"#）

0/!
0#/ [& !#·’()"-·’ . !# $

#
/ ·

0!
0( )#

/
. /!$* #

/ ·$#·
0!
0#

. !# $* #
/ ·（$/

# $*# . & ] [） !$
#
/ * #

/ !# $* #
/ ·%/

·)+,/（! .$）*!#·’()"-·%·’()/（! .$ ]） ， （"/）

02!
0#2 {& !#·’()"-·’1 . !$

#
/ ·

0!
0( )#

2
* 2!# $* #

/ ·$#

·
0!
0( )#

/
. 2!# $

#
/ ·

0!
0#

·
0/!
0#/ . 2!$* 2

/ ·$/
#·

0!
0#

. /!$* #
/ ·$1#·

0!
0# . 2!$* #

/ ·$#·
0/!
0#/

. !$* #
/ ·

0!
0# . !# $* 2

/ ·$( )# ·& . !# $* #
/

·（/$# $*# $1# . 2$2
# $*/ . &1 ）. #

/ %/·)+,/（! .$）

·
0/!
0#/ · !$* #

/ ·
0!
0# . !# $* 2

/ ·$( )# . !# $* #
/

· %·)+,/（! .$）·
0%
0# . %/·’()/（! .$）·

0!
0[ ]#

·
0/!
0#/ .!#·’()"- [· ’()/（! .$）·

0%
0# * /%

·)+,/（! .$）·
0!
0 ]# ·

0/!
0# } [/ !$

#
/ * #

/ !# $* #
/ ·%/

·)+,/（! .$）*!#·’()"-·%·’()/（! .$ ]） ! （"2）

在中心波长#- 处以上各式中的!为 -，且有

0"
0# & )+,$·

0%
0# . %·’()$·

0!
0( )# 4 ’()"-， （"3）

0/"
0#/ [& )+,$·

0/ %
0#/ . /’()$·

0%
0#

·
0!
0# * %·)+,$·

0!
0( )#

/

. %·’()$·
0/!
0#/ . )+,"-·

0"
0( )# ]/ ’()"-， （"5）

02"
0#2 [& )+,$·

02 %
0#2 . 2’()$·

0!
0#

·
0/ %
0#/ . 0%

0#
·

0/!
0#( )/ * 2)+,$·

0%
0#

·
0!
0( )#

/
* %·’()$·

0!
0( )#

2
* 2%·)+,$·

0!
0#

·
0/!
0#/

. %·’()$·
02!
0#2 . ’()"-·

0"
0( )#

2
. 2)+,"-

·
0"
0#

·
0/"
0# ]/ ’()"- ! （"%）

若激光晶体为布儒斯特角切割，则在中心波长#- 处（"#）—（"%）式

可简化为

0!
0# &!#·%·

0%
0#

（" *!#·%2）， （"6）

0/!
0#/ {& ［/%2 " .!#·（%% * 2%/）］·

0!
0( )#

/
.［/%" . /!#

·（%3 . %/ * #）］·
0!
0#

·
0%
0# .!#·%/

·
0%
0( )#

/
.!#·%·

0/ %
0# }/ （" *!#·%2）， （"7）

02!
0#2 {& ［"·（2%% . 2%3 * 2%/ . #）.!#·（2%$ * %%5 * 3%2 . 2%）］

·
0!
0( )#

2
.［"·（%%3 . #/%/）.!#·（$%6 . %%5 * $%2 * #/%）］

·
0!
0( )#

/
·

0%
0# .［"·（2%/ . 2）.!#·（$%5 . %%2 * 2%）］

·
0%
0( )#

/
·

0!
0# .［%%2 " .!#·（2%% * $%/）］·

0!
0#

·
0/!
0#/

.［2%" . 2!#·（%3 . %/ * #）］·
0/!
0#/·

0%
0# . 0!

0#
·

0/ %
0#( )/
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! "!!·""·
#"
#( )!

"
! "!!·"$·

#"
#!

·
#$ "
#!$

!!!·"·
#" "
#! }" （# %!!·""）， （&’）

#"
#! ( #"

#! ! "$·
##
#!

， （&)*）

#$"
#!$ ( #$ "

#!$ ! $"·
#"
#!

·
##
#! % "·

##
#( )!

$

! "$·
#$#
#!$ ! "·

#"
#( )!

$
， （&))）

#""
#!" ( #" "

#!" ! ""·
##
#!

·
#$ "
#!$ ! #"

#!
·

#$#
#!( )$ % " #"

#!
·

##
#( )!

$

% "$·
##
#( )!

"
% ""·

##
#!

·
#$#
#!$ ! "$·

#"#
#!" ! #"

#( )!
"

! ""·
#"
#!

·
#$"
#!$ + （&)$）

附录 , !! 允许的取值范围

由四镜折叠腔的稳定条件可知，对子午面，若令

$! ! %) &* ! #
"" ! ’* (* ( $ $! !$!，

式中 $! ( $-./%，%为折叠角 +因 ’* (* ( $! % %$ ’*，上式可写成

$! ! %) &* ! #
"" ! $! % %$ ’* ( $ $! !$! + （,)）

由稳定条件可知，若 )) 0 )$ 即 1 *)! 1 2 1 *$! 1，$! 的取值范围为

* 2$! 2 1 *)! 1 或 1 *$! 1 2$! 2 1 *)! 1 ! 1 *$! 1， （,$）

式中 *)! (
$$!

)) % $!
，*$! (

$$!
)$ % $!

，)) 和 )$ 分别为两臂的长度 +因为

%$ ’* % %) &* (!!，由（,)）式可知

#
"" %!! ($! + （,"）

将（,"）式代入（,$）式有

#
"" % 1 *)! 1 2 !! 2 #

""

或

#
"" %（ 1 *)! 1 ! 1 *$! 1）2 !! 2 #

"" % 1 *$! 1 + （,3）
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