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研究多分量胶体悬浮系统的反射理论，给出用反射理论推导转动扩散张量的方法 ’计算了流体力学相互作用

对转动扩散张量的二体贡献和首项三体贡献 ’

关键词：反射理论，扩散，胶体悬浮系统，流体力学作用

!"##：(!)"，(#("，&$*"
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$ 引 言

黏性流体中粒子运动的研究与许多重要的液体

物理和化学问题密切相关，胶体悬浮系统的动力学

性质是一个典型的例子 ’胶体悬浮系统是由相互作

用的布朗粒子悬浮在溶剂中组成的系统，墨汁，各种

涂料，化妆品等都是胶体悬浮系统的典型例子 ’在胶

体悬浮液中，胶体粒子在运动中除受到溶剂的摩擦

力和周围粒子的势力以外，它们之间还存在流体力

学作用力 ’流体力学力的来源是当胶体粒子运动时，

会带动其周围溶剂运动，产生一个速度场，这一速度

场又会对其他胶体粒子施加作用 ’在雷诺数很小的

情况下，悬浮系统中溶剂的运动满足定态不可压缩

流体的线性 ,-./012345607（,3）方程［$，!］

!

!（ !，"）8!（

!

!"（ !，"）9 #（ !，"）， （$）

式中 !（ !，"）为 " 时刻的局部压强，"（ !，"）为溶剂的

速度场，#（ !，"）是作用在流体上的外力，! 是从坐标

原点出发指向流体中一点的位矢，!为溶剂的剪切

黏度 ’胶体系统中胶体粒子在流体的作用下可以平

动和转动 ’在时间尺度远大于布朗弛豫时间": 9 # ;

#9 !
* $!$"

!
的情形下，胶体粒子的惯性运动不起作

用，从而胶体粒子的速度由外力和流体力学相互作

用的平衡来决定 ’这里 # 为胶体粒子的质量，$" 为

胶体粒子的质量密度，# 9 &"!$ 为 34567 阻尼系数 ’
由于溶剂的速度场满足线性 ,3 方程，因此作用于

胶体粒子的流体力学力与胶体粒子的速度成线性关

系 ’由于溶剂的传递作用，一般每个胶体粒子的速度

和角速度与所有胶体粒子所受的力和力矩都有关

系，此关系可以通过引入扩散张量 $［#，%］来描述 ’这
样，计算出扩散张量的表达式就成为一个重要的基

本问题 ’目前计算 $ 的比较成熟的方法是反射理

论［+，&］’这个方法最早由 3<5=>?@5A76/ 在 $*$$ 年提

出［)］，后 来 又 有 多 位 科 学 家 对 它 进 行 了 发

展［%，&，(—$#］，得到了平动和转动扩散矩阵的微扰展开

式 ’这些展开式的二体结果是一致的，但对于转动扩

散张量的三体作用表达式和利用这些表达式得到的

计算结果，文献中的结果［$%，$+］并不完全一致 ’本文将

利用反射理论来计算转动扩散张量 ’一方面给出反

射理论方法，同时澄清文献中的不一致之处 ’
对于平动扩散，在文献［+］中有比较全面的推

导 ’而对于转动扩散，据我们所知，目前还没有文献

给出转动扩散张量的反射理论推导 ’

! 扩散张量的定义和平动扩散张量的

计算

作为完全一般的计算，我们考虑由 % 个球形胶

体粒子悬浮在不可压缩流体（溶剂）中组成的悬浮系

统 ’这些粒子可以相同，也可以不同 ’假定粒子的光

学性质是各向异性的，也就是说，对每个粒子，有一

个固定在其上的光学轴，从而可以由光散射测量粒

子的 旋 转 布 朗 运 动 ’ 在 胶 体 粒 子 表 面 满 足 黏 结
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（!"#$%）边界条件：胶体表面上流体与胶体粒子之间

无相对滑动，在无穷远处溶剂的速度场为 & ’对于第

! 个粒子，我们记它的质心位置为 !! ，光学轴的方向

为 "! ，其相应的单位矢量为 #! ! 和 #" ! ’ 悬浮系统的构

型可以用 (" 维超矢量（ !" ，"" ）来描述 ’ 设粒子 !!
的质心速度为 $! ，转动角速度为!! ，并用 (" 维矢

量（$" ，!"）表示所有粒子的质心速度和角速度 ’同
时，用（%" ，! "）代表所有粒子作用于流体的力和力

偶矩，它们和流体作用在粒子上的力和力偶矩互为

反作用，则（$" ，!" ）与（%" ，! " ）成线性关系 ’ 由此

可以引入超级扩散矩阵（!（ !" ，"# ）［)］把它们联系起

来：

$"

!
( )" * +

$, %
!&& !&’

!’& !( )’’
·

%"

!( )"
， （-）

其中 $, 是 ,./"01233 常数，% 是绝对温度 ’扩散张量

!是一个 (" 4 (" 的正定超矩阵 ’ 其中，!&& 是联系

粒子速度$" 和粒子作用在流体上的外力 %" 的 )"
4 )" 维平动扩散张量，而 !’’ 是联系粒子角速度!"

和粒子作用在流体上的外力矩 ! " 的 )" 4 )" 维转

动扩散张量 ’由于流体力学相互作用的多体性质，严

格求出扩散张量是非常困难的 ’ 当系统中胶体粒子

的体积分数较小时，胶体粒子的平均距离较大，多体

相关较弱，因此可以只考虑二体及三体流体力学作

用 ’同时，在每一种相互作用中可以只考虑远场效

应 ’在这种情况下，流体速度场 &（ !）可以写成 ’ 5 +
(!

的幂级数展开形式，其中 ’(! 为两粒子 ( 和 ! 间的距

离 ’由此 ! 也可以展开成幂级数 ’
计算 ! 的级数的一个非常有效的方法是反射

理论，这是一个逐级逼近的迭代方法 ’ 其基本作法

是：考虑每个粒子的运动，就好像别的粒子都不存在

一样，计算出它的速度，然后把由于其他粒子的运动

引起的修正项加入 ’在单体近似下，粒子在流体中独

立运动，只有 6".$%! 阻尼 ’ 在二体近似下，可以只考

虑二个胶粒，记为 (，! ’ 由 ( 粒子运动的零级速度

!（&）
( 产生一个零级流场 &（&）（ !），这个流场在 ! 粒子

处的量 &（&）（ !! ）影响 ! 粒子的运动，给出第 ! 个胶粒

速度的一级修正!（+）
! ，这一速度又产生一流体速度场

&（+）（ !），其在 ( 粒子处的量给出 ( 粒子的二级速度

修正!（-）
( ，⋯通过反复迭代，得到 ( 粒子的速度为

! (* !（&）
( 7 !（-）

( 7 !（8）
( 7 !（(）

( 7 ⋯ （)）

! 粒子的速度为

! !* !（+）
! 7 !（)）

! 7 !（9）
! 7 !（:）

! 7 ⋯ （8）

位矢 ! 处的流体速度场为

&（ !）* &（&）（ !）7 &（+）（ !）7 &（-）（ !）7 ⋯（9）

最后，由 ! !* !
（-）
!(（ !( 5 !! ）·%( 和! (* !

（-）
((（ !( 5 !! ）·%(

就可得到二体的扩散张量 ’对于对角部分，式中的 !
粒子可以是系统中除 ( 外的任意一个，因此，所得结

果应对除 ( 外的粒子求和 ’
在三体近似下，考虑三个粒子，记为 (，! 和 )，半

径分别为 *( ，*! 和 *) ，以速度 !（&）
( 运动的 ( 粒子在流

体中产生速度场 &（&）（ !），这个流体速度场给出 ! 粒

子一级速度修正!（+）
! ，而 ! 粒子的运动在流体中产生

一个新的速度场 &（+）（ !），称为 ( 粒子运动产生的流

体速度场被 ! 粒子反射，显然此反射场又影响 ) 粒

子的运动，给出 ) 粒子的二级速度修正!（-）
) ，这一速

度的流体场 &（-）（ !）给出 ( 粒子的三级速度修正

!（)）
( ’这个计算过程可以一直继续下去，从而得到扩

散张量的级数表示 ’同样，最后结果要对中介粒子求

和 ’这里我们给出平动扩散矩阵的前几步计算以演

示这一方法 ’
记 %( 为粒子 ( 施加在流体上的力，!( 为粒子 (

施加在流体上的力偶矩 ’首先假设 !( * &，无穷远处

流体没有运动 ’上述条件唯一地确定了粒子的平动

速度，可以得到平动扩散张量 ’ 在以下的推导中，我

们用 ! 表示粒子速度，用 & 表示流体速度场 ’我们考

虑三体情形，同时给出三体近似下（包括单体及二体

近似）扩散张量的前几项 ’
+ ; 第 ( 个球形粒子的零阶速度由平动的 6".%<!

摩擦定律给出

!（&）
( * +

(!"*(
%( ， （(）

运用扩散矩阵的定义，!（&）
( *#!

&（+）
(( ·%( ，立刻就可以

给出在无限稀薄悬浮液中的平动扩散张量为

!&（+）
(( * !&

&，("， （:）

其中，+&
&，( *

$, %
(!"*(

是单粒子平动扩散系数，而 " 是

二阶单位张量 ’由粘结边界条件，流体在 ( 粒子表面

上的速度为

&（&）（ !( ）* !（&）
( ’ （=）

以速度 !（&）
( 运动的第 ( 个粒子在流体中产生速度的

零阶入射场，它在 ! 粒子处的量为（见附录 >）

&（&）
( （ !! ）* ’（-）

*(
（ !!( ）!&（&）（ !( ）* ’（-）

*(
（ !!( ）! !（&）

( ’

（?）

这里引入 !!( * !! 5 !( ，其大小为 ’!( ，而单位矢量为

#! !( ’由于平动和转动不变性，粒子的线速度和角速度

只与粒子间的相对距离有关 ’（?）式中各量的定义见
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附录 !"
#$ 由 %&’() 定理［*］（见附录 +）可以给出由流体

速度场引起的第 !（ !! "）个胶粒的一阶速度

!（,）
! - !（.）

" （ "! ）/ ,
0 ##

!

!

#
! !

（.）
" （ "! ）， （,.）

运用定义式 !（,）
! -!!

$（#）
!" ·#" ，并把下标 " 和 ! 互换，

就得到 !$（#）
"! 在一级近似下的表达式

!$（#）
"! - %$

.，"
1
2

#"

&!"
（" / $" !"

$" !"[ ）

3 1
2

#"（##
" / ##

! ）

&1!"
（$" !"

$" !" 3 ,
1 " ]） "（,,）

由 ! 粒子反射到 ’（ ’! !）粒子的流体速度场为

!（,）
! （ "’ ）- 3 ,

# %（1）
#!
（ "’! ）

"

!

!!
（.）
" （ "! ）/

!

!!
（.）
" （ "!( )）[ ]4 ，（,#）

其中上标 4 表示转置 "
1 $ ’ 粒子的首项附加速度为

!（#）
’ - 3 ,

# %（1）
#!
（ "’! ）

"

!

! !
（.）
" （ "! ）/

!

! !
（.）
" （ "!( )）[ ]4 " （,1）

类似地，运用 !（#）
’ -!!

$（1）
’" ·#" ，从上式的计算结果出

发并作变换 "# ’，我们就可以得到三体近似下最低

阶贡献 !$（1）
"’ 的表达式，

!$（1）
"’ - %$

.， {" 3 ,*
5

#"#1
!

&#"! &#!’
［, 3 1（$" ’! ·$" !" ）

#］$" ’!
$" !"

/ 1
5

#"#1
!（*##

" / 1##
! ）

&2"! &#!’
［（, 3 *（$" ’! ·$" !( ）

#）$" ’!
$" !"

/ #（$" ’! ·$" !" ）$" ’!
$" ’! ］/ 1

5
#"#1

!（*##
’ / 1##

! ）

&#"! &2!’
·［（, 3 *（$" ’! ·$" !" ）

#）$" ’!
$" !"

/ #（$" ’! ·$" !" ）$" !"
$" !" }］ " （,2）

显然，当 ’ - " 时，上式就变成二体近似下平动扩散

矩阵对角元的最低阶修正 !$（#）
"" ，如前所述，结果要

对中介粒子求和：

!$（#）
"" - %$

.，"$
6

[
!

3 ,*
2

#"#1
!

&2"!
$" "!
$" "!

/ 1
#

#"#1
!（*##

" / 1##
! ）

&0"!
$" "!
$" }"! " （,*）

由 ’ 粒子再反射到 " 粒子处的流体速度场为

!（#）
’ （ "" ）- 3 ,

# %（1）
#’
（ ""’ ）

"

!

’!
（,）
! （ "’ ）/

!

’!
（,）
! （ "’( )）[ ]4 "（,0）

2$ " 粒子的首项附加速度!（1）
" 为

!（1）
" - 3 ,

# %（1）
#’
（ ""’ ）"［

!

’!
（,）
! （ "’ ）/

!

’!
（,）
! （ "’( )） 4］" （,7）

这样，运用 !（1）
" -!!

$（1）
"" ·#" ，就得到平动扩散张量对

角元的三体近似的最低阶修正 !$（1）
"" ，

!$（1）
"" - 3

7*#"

,0 %$
.，"$

8

!，’

#1
’#1

!

&#"’ &#"! &1!’
$" "!
$" "’［, 3 1（$" "! ·$" !’ ）

#

3 1（$" !’ ·$" "’ ）
# / ,*（$" !’ ·$" "’ ）

#（$" "! ·$" !’ ）
#

3 0（$" !’ ·$" "’ ）（$" !’ ·$" "! ）（$" "! ·$" "’ ）］， （,5）

对于平动扩散张量的更高阶项的计算可以用与以上

过程相似的方法得到 "我们指出，以上得到的 !$ 的

各阶表达式与文献［2，,0，,7］给出的结果相同 "

1 转动扩散张量的推导过程

我们把粒子 " 施加在流体上的力矩记作 !" ，而

粒子 " 施加在流体上的力记作 #" ，并假设 #" - .，以

及在无穷远处流体没有运动 "在这样的情况下，计算

由粒子转动引起的流体运动，并用迭代法来推导出

粒子的各阶角速度 "
, $ 第 " 个球形粒子的零阶角速度由旋转运动

的 9:;<=> 摩擦定律给出

"（.）
" - ,

5"##1
"
!" ， （,?）

运用扩散矩阵的定义，"（.）
" -!!

&（,）
"" ·!" ，立刻就可以

给出在无限稀薄悬浮液中的转动扩散张量

!&（,）
"" - %&

.，""， （#.）

其中，%&
.，" -

)+ *
5"##1

"
是单粒子转动扩散系数 "

由力矩 !" 的作用在流体中 " 处产生的运动速

度场的零阶量为［0］

!（.）
" （ "）- 3

" 3 ""

@ " 3 "" @ 1 A
!"

5"#
， （#,）

因此在 ! 粒子所在处流体速度场为

!（.）
" （ "! ）- 3

"!"

&1!"
A

!"

5"#
" （##）

#$ 由力矩的 %&’() 定理可以给出 ! 粒子的一阶

角速度

"（,）
! - ,

#

!

! A !（.）
" （ "! ）

- 1
# %&

.，"
#1

"

&1"!
$" !"
$" !" 3 ,

1( )" ·
!"

5"#
， （#1）
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其中用到了

!

·!! ! " 和

!

!! ! "#与前相同，运用关系

式!（$）
" !"!

#（%）
"! ·!! 并把下标 ! 和 " 互换，我们就得

到 !#（%）
!" 的表达式

!#（%）
!" ! &

% $#
"，!

%&
!

#&!"
!" "!
!" "! ’ $

&( )" ， （%(）

由 " 粒子反射到 & 粒子的流体速度场为

#（$）
" （ "& ）! ’ $

% $（&）
%"
（ "&" ）

!

!

"#
（"）
! （ "" ）)

!

"#
（"）
! （ ""( )）[ ]* ，（%+）

其中

$（&）
%"
（ "&" ）! ’

%&
"

,（ #%&" ’ %%
" ）%

（&）（ #&" ）

’ %&
""%

（$）（ #&" ）# （%,）

经过数学运算，可以得到

#（$）
" （ "& ）! $+

$,"#
%&

"

#&"!
!" &" ·!" "! ·!" &"

· !" "! -
!" &"

#%&"
- !( )[ ]! # （%.）

&/ 由此反射场引起的 & 粒子的首项附加角速

度为

!（%）
& ! $

%

!

& - #（$）
" （ "& ）# （%0）

经过计算，得到

!（%）
& ! $+

&%"#
%&

"

#&"! #&&"
［（!" !" - !" "& ）（!" !" - !" "& ）

)（!" !" ·!" "& ）!" !"
!" "& ’（!" !" ·!" "& ）

%"］# （%1）

类似地，运用!（%）
& !"!

#（&）
&! ·!! ，从上述结果就可以得

到 !#（&）
!& 的表达式，

!#（&）
!& ! $+

( $#
"，!

%&
" %&

!

#&"& #&"!
［（!" !" - !" "& ）（!" !" - !" "& ）

)（!" !" ·!" "& ）!" "&
!" !" ’（!" !" ·!" "& ）

%"］# （&"）

显然，当 & ! ! 时，上式就变成二粒子的转动扩散矩

阵 !#（%）
!! ：

!#（%）
!! ! ’ $+

( $#
"，!"

2

"

%&
" %&

!

#,"!
［" ’ !" !"

!" !" ］# （&$）

由 & 粒子再反射到 ! 粒子处的流体速度场为

#（%）
& （ "! ）! ’ $

% $（&）
%&
（ "!& ）

!

!

&#
（$）
" （ "& ）)

!

&#
（$）
" （ "&( )）[ ]* #（&%）

经过一系列运算，得到

#（%）
& （ "! ）! ’ .+

&%"#
%&

&%&
"

#&&" #&"! #%!&
!" !&［+（!" !& · "&" ）

%

·（ "&" · ""! ）"&" ’（ "&" · ""! ）"&"

’（ "&! · "&" ）（ ""! · "&! ）"&"

’（ "!& · "&" ）（ "&" · ""! ）"!& ］·［!" "! - !! ］# （&&）

(/ 由此反射场引起的 ! 粒子的首项附加角速

度为

!（&）
! ! $

%

!

! - #（%）
& （ "! ）# （&(）

对这个三粒子贡献项的推导比较复杂 # 经过冗长的

运算，最后可以得到不可约的三体转动扩散张量的

首项

!（&）
! ! .+

,("#
%&

&%&
"

#&&" #&"! #&!&
$"$&$" $ ’$

%# " $ ’$
%#([ &

)$! $ ’$
%# " $ ’$

%# & ’$" $ ’$
%# ! $ ’$

%# &

’$& $ ’$
%# " $ ’$

%# )!
!& !"&
!& !"&

’$&$"（$!" ’ !" !"
!" !& ]）·!! # （&+）

这样，运用!（&）
! !"!

#（&）
!! ·!! ，就得到

!#（&）
!! !

.+%&
!

0 $#
"，!"

3

"，&

%&
&%&

"

#&!& #&!" #&"&
$"$&$" $ ’$

%# " $ ’$
%#([ &

)$! $ ’$
%# " $ ’$

%# & ’$" $ ’$
%# ! $ ’$

%# &

’$& $ ’$
%# " $ ’$

%# )!
!& !"&
!& !"&

’$&$"（$!" ’ !" !"
!" !& ]）， （&,）

其中，$" ! !" &"·!" "! ，而 !& !"& 是垂直于由 "! ，"" 和 "& 组成

的三角形的单位矢量 #我们的推导就到这里 #在此指

出，我们推导出的三体转动扩散张量的首项表达式

与文献［$(］给出的有一点不同 #但是，由（&,）式出发

得到的三体转动扩散张量的迹与文献［$+］中用润滑

修正方法得到的（+,），（+0）式完全相符，由此出发计

算得到的硬球胶体系统的短时间转动自扩散系数的

三体贡献［$0］也与文献［$+］中的数值结果（,.）式完

全相同 #

( 结果和讨论

我们以胶体粒子的扩散运动为例，通过反射理

论给出了转动扩散张量的表达式 #实际上，扩散张量

的应用并不只限于胶体系统，而是适用于所有的流

体系统；另外，扩散张量不只是在扩散运动中才有

用，在研究其他动力学性质时（例如胶体系统的沉淀

现象）也要用到 #
现在我们把这些结果应用到自扩散情形 # 自扩

散与系统中单个粒子的动力学相联系，所研究的这

个粒子叫做代表粒子，而系统中的其余粒子称为主

%+( 物 理 学 报 +$ 卷



粒子 !我们用第!类的一个粒子作为代表粒子，以

平动扩散为例，系统中粒子的平动速度与它们作用

在流体上的总力的关系由扩散矩阵 !!!（ !"）来表示 !
用集团展开方法［"#］，代表粒子 # 的平动自扩散张量

可以写成

!!!
##（ !"）$ !!（"）

## （ !!# ）%!
"
!

&

$
［!!（’）

#$ （ !"$ ，!!# ）

( !!（"）
## （ !!# ）］%!

#，"
!

)

%，$
［!!（*）

#% （ !#% ，!"$ ，!!# ）

( !!（’）
#$ （ !"$ ，!!# ）］% ⋯ （*+）

其中!&
$ 表示对下标 $ 从 " 到 "" 求和但（"，$）"

（!，#），而!)
%，$ 表示对（ %，$）从（"，"）到（"#，""）求和

但（#，%）"（"，$）"（!，#），⋯表示包含更多粒子的

集团项 !同样地，我们可以写出转动自扩散张量的表

达式 !

感谢 ,!-./010，马红孺，2!34567，⋯的帮助和有益讨论 !

附录 8 反射流体场的计算

作为数学准备，我们先引入一些记号［9］：& 个矢量 "，#，⋯，$ 的

并矢

"#⋯ $ （8"）

为一个 & 阶张量，其分量为 ’#"
(#’ ⋯ )#& !一个矢量 # 的 & 重并矢记

为 #& !梯度算符的 & 重并矢为（

!

）& !收缩算符#表示对两个张量的

最大可能下标数目进行收缩运算，例如，对于 & 阶张量 " 和 * 阶张

量 #，若 * : &，则

"## $ !$"⋯ $&

+$& ⋯ $’ $"
,$" $’⋯ $& $&%"⋯ $*

， （8’）

它是一个（* ( &）阶张量 !例如两个一阶张量的收缩就是其内积，两

个二阶单位张量的收缩为 $#$ $ *，二阶单位张量与张量 "# 的收缩

为 $#"# $ "·#，两个矢量并矢 "# 和 $% 的收缩为 "## $% $（"·%）（#
·$）!

现在考虑边值问题 !如前所述，对于小雷诺数情况，溶剂运动满

足线性 -;<=0>?@75A0B 方程 !在布朗时间尺度下（时间尺度远大于布朗

弛豫时间 !C），溶剂的运动方程就成为

!

-（ !）($

!

’&（ !）$ ’（ !）! （8*）

这里

!

表示对 ! 求梯度 !它和不可压缩流体的连续性方程

!

·&（ !）$ D （8E）

结合在一起，就构成蠕动流方程 ! 在溶剂内，外力 ’（ !）$ D，对方程

（8*）取散度，并利用（8E）式，得到

!

’-（ !）$ D!用 F;G1;H0 算符作用于

方程（8*），得到如下的方程：

!

’

!

’&（ !）$ D! （89）

作用于流体的力和力偶矩可通过胶体粒子表面的黏结边界条件引

入 !由于蠕动流方程是线性方程，因此流体的各级速度 &（&）（ !）均满

足方程（89），而边界条件则由产生各级速度的胶粒的表面速度决

定 !设这个粒子质心所在处的位矢为 !&，则流体速度场应该满足如

下边界条件：

&（&）（ !）$ &（&("）（ !&），!$".

$ D，!% I， （8J）

其中，". 是这个球形粒子的表面 ! 因此 &（& ( "）（ !&）是一个已知的速

度场，称为入射速度场 !
上述边值问题的解可以通过对入射速度场梯度的展开来建立：

&（&）（ !）$!
I

% $ D

"
%！%

（ %%’）（ ! ( !&）

#［（

!

&）%&（&("）（ !&）］， （8+）

其中，

!

&表示对 !&求梯度，而 %（*）（ ! ( !&）称为连接算符，把已知速

度 &（& ( "）（ !&）和我们要求的速度 &（&）（ !）联系起来，它是一个 * 阶

张量 !
下面列出本文推导中将用到的一些表达式

%（’）（ !）$ ’
E /’&（’）（ !）% ’’&（D）（ ![ ]）

( ’*

E &（’）（ !）， （8K）

%（*）（ !）$ ( ’*

J /’&（*）（ !）( ’*’&（"）（ ![ ]）

% ’9

J &（*）（ !）! （8#）

这里出现了张量 &（&）（ !），其定义是

&（&）（ !）$（

!

）& "
/ ! （8"D）

作为例子，我们给出它在球坐标系中的一些简单表达式

&（D）（ !）$ "
/ ， （8""）

&（"）（ !）$

!"
/ $ ( "

/’
(!， （8"’）

&（’）（ !）$（

!

）’ "
/ $ "

/*
（*(!(! ( ’）， （8"*）

&（*）（ !）$ "
/E

［( "’(!(!(! % *（’(! % (!’ % 0%(!0% % 0&(!0&）］，（8"E）

其中 (!，0%，0& 表 示 球 坐 标 系 中 三 个 轴 方 向 上 的 单 位 矢 量 ! 矩 阵

&（&）（ !）的一些基本性质为

!

’&（&）（ !）$ D， （8"9）

!

·&（&）（ !）$ D， （8"J）

!·&（&%"）（ !）$ (（& % "）&（&）（ !）， （8"+）

!

’（ /’&（&）（ !））$ ( ’（’& ( "）&（&）（ !）， （8"K）

!

·（ /’&（&）（ !））$ ( ’&&（&("）（ !）! （8"#）

附录 C L;MN6 定理［9］

假定流体本身以速度 &D（ !）运动 !现在把一个半径为 ’ 的球形

粒子悬浮在其中 !对于流体，粒子的作用力就是外力 !由于蠕动流方

程是线性的，流体速度场与外力场之间的关系为

&（ !）$&".
O1& (（ ! ( !&）· ’（ !&）， （C"）

其中 (称为 PB006 矩阵，由于平移不变性，( 只与连接两点的位矢 !

( !&有关 !经过计算，得到

(（ ! ( !&）$ "
K#$

"
Q ! ( !& Q ’ %

（ ! ( !&）（ ! ( !&）

Q ! ( !& Q[ ]’ ! （C’）

对于质心在 !&处的球形粒子，如果其质心速度为 ! ，角速度为’，则

在此粒子表面上产生的流体附加速度为

&（ !）$ ! %’ R（ ! ( !&），!$". （C*）
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显然，此粒子表面上的流体速度满足

! !! "（ ! # !$）% "&（ !）!!!!’"$ !（ ! # !$）· #（ !$），!"!!，

（()）

这里 ’"$是粒子表面的小面元，#（ !$）是球形粒子表面上单位面元作

用在流体上的力，满足

$ %!!!’"$ #（ !$）， （(*）

$ 就是此粒子作用在流体上的外力 +对它两边求积分!!!’"，并运用

!!!’"$ !（ ! # !$）% " ,#
-"

，!"!!， （(.）

可以得到

! % /
)"#,!!!’""&（ !）! /

.""#
$ + （(0）

现在把流体速度场 "&（ !）对粒子质心位置 !$展开

"&（ !）% "&（ !$）!（ ! # !$）·

#

$"&（ !$）

! /
,（ ! # !$）（ ! # !$）#

#

$

#

$"&（ !$）! ⋯ （(1）

代入方程（(0），由于球形粒子表面的对称性，上式第二项对积分的

贡献为 & +再运用方程（2*），我们得到平动的 34567 定理：

! % /
.""#

$ ! "&（ !$）! #,
.

#

$"&（ !$） （(8）

对转动情况可以类似地推导 +用（ ! # !$）"（()）式两边，然后对它两

边求积分!!!’"，我们得到

,
- #,! % /

)"#,!!!’"（ ! # !$）" "&（ !）

! /
)"#,!!!’"!!!’"$（ ! # !$）

"［!（ ! # !$）· #（ !$）］+ （(/&）

把展开式（(1）代入上式右边 + 对于第一项，通过与平动相同的推导

过程，可以得到

/
)"#,!!!’"（ ! # !$）" "&（ !）

% /
- #,

#

$ " "&（ !$）， （(//）

而第二项就正比于力矩［*］+最后可以推导出转动的 34567 定理：

! % # /
1""#

-! ! /
,

#

$ " "&（ !$）+ （(/,）

附录 9 反射流体场的计算

我们以方程（/)）的花括号中第一项的推导过程为例，来说明连

接算符和收缩算符的运算规则 +用下标 & 标记连接算符表达式（21）

和（28）中的第一项及由此计算出的速度，从（8）式出发，

"（&）
$，&（ !%）% #（,）

#$ ，&（ !%$）# !（&）
$

%
#$
) &,%$$（,）（ !%$）! #$"$（&）（ !%$[ ]） # !（&）

$

%
#$
) &,%$

/
&-%$

（-%! %$%! %$ # "）! #$"
/
&[ ]
%$
# !（&）

$

%
-#$
) &%$

（%! %$%! %$ ! "）# !（&）
$ ， （9/）

通过在球坐标系中对矢量的微分运算，可以得到

#

%"（&）
$，&（ !%）!

#

%"（&）
$，&（ !%( )） :

%
-#$

, &,%$
（" # -%! %$%! %$）（ !%$· !（&）

$ ）

% /
)""&

-
%$
（" # -%! %$%! %$）（ !%$·$$）+ （9,）

这样，由连接算符第一项所贡献的 ’ 粒子的首项附加速度为

"（/）
%，&&（ !’）% # /

, #（-）
#% ，&

（ !’%）#

#

%"（&）
$，&（ !%）!

#

%"（&）
$，&（ !%( )）[ ]:

% # /
, #

#-%
. &,’%$（-）（ !’%）# #-% "$（/）（ !’%[ ]）

#（" # -%! %$%! %$）
/

)""&
,
%$
（%! %$·$$）

%
#-%

)1""
/

&,%$ &,’%
［# /*%! ’%%! ’%%! ’% ! -（%! ’%"

# (#’%
(#’%
%! ’% # ($’%

($’%
%! ’% ! (#’%

%! ’%(#’% ! ($’%
%! ’% ($’%）］

#（" # -%! %$%! %$）（%! %$·$$）， （9-）

其中 %! ’%，(#’%，($’%表示矢量 !’%在球坐标系中的三个单位矢量 +在上式中

（# /*%! ’%%! ’%%! ’% ! -%! ’%"）#（" # -%! %$%! %$）

% # /*%! ’%%! ’%%! ’%#" ! -%! ’%"# " ! )*%! ’%%! ’%%! ’%

#%! %$%! %$ # 8%! ’%"#%! %$%! %$

% )*%! ’%（%! ’%·%! %$）, # /*%! ’% + （9)）

通过同样的运算过程，可以得到

（# - (#’%
(#’%
%! ’% ! - (#’%

%! ’%(#’%）#（" # -%! %$%! %$）% &+ （9*）

类似地，

（# - ($’%
($’%
%! ’% ! - ($’%

%! ’% ($’%）#（" # -%! %$%! %$）% &， （9.）

这样，（9-）式的结果为

"（/）
%，&&（ !’）%

#-%
)1""

/
&,%$ &,’%

［# /*%! ’% ! )*%! ’%（%! ’%·%! %$）,］（%! %$·$$）

% #
/*#-% #$
)1""#$

/
&,%$ &,’%

［/ # -（%! ’%·%! %$）,］%! ’%%! %$·$$

% #
/*#$
1

#-%
&,%$ &,’%%

)*
&，$［/ # -（%! ’%·%! %$）,］%! ’%%! %$·$$ + （90）

［/］ ;4<<=> ? 47’ (@=77=@ ; /80- +,- ./01,’23 4567/& 802&,201#6$93
（ABB@’CBDD，E=F’=7）

［,］ E47’4G E H 47’ EFDICFJK L M /880 :’5$2 ;/9<#1$93，,12 /2 +，

=,5&3/ ,> ?</,&/*$9#’ @<03$93（(GJJ=@NB@JCO;=F7=P477）

［-］ ?B7=I Q ( 47’ RSCPFJK Q /811 @<03$9# 2"%& -0-
［)］ M4KG@ T 47’ U47 R44@>BBI V /81, @<03$9# 2""’ ,/

［*］ HCB7J ?47 W X /88. A1 B1*&,259*$,1 *, )01#6$93 ,> =,’’,$23
（L>I=UF=@，2PIJ=@’4P）

［.］ Q=G>47’ T，3=>’=@CBD ( Y 47’ ?B7=I Q ( /801 @<03$9# 2&( ).*
［0］ RPB>GSCBNIZF M /8// C5’’ + B1* + A9#2 + @,’,1#$3/ "9$ + +/** +"2 ,1
［1］ W[7SC X ? /8*8 D + :’5$2 ;/9< + ’ /8-
［8］ (4JSC=>B@ X W 47’ X@==7 ? : /80, D + :’5$2 ;/9< +’) -0*
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