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采用行波法约化方程，建立一种变换关系，把求解（! ’ #）维 ()*+,)-.(/0)-/0.12324/0（((1）方程的解转化为求解

一维非线性 542),.6/78/, 方程的解，从而得到了（! ’ #）维 ((1 方程的孤子解和周期解 9
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# 引 言

近年来，孤子理论获得快速发展，并被广泛应用

于量 子 场 论［#］、凝 聚 态 物 理［"］、流 体 力 学［!，%］、光

学［;—<］等物理学领域以及化学［&］、生物［:］、通讯［#$］等

其他领域，激起了越来越多物理学家和数学家的兴

趣 9由于真实的物理空间是（! ’ #）维的，因此人们在

深入研究（# ’ #）维、（" ’ #）维可积模型的同时，开始

探索（! ’ #）维甚至更高维的可积模型，并取得了一

些成就［##—#;］9由于（! ’ #）维可积模型的复杂性，要

求得它的精确解就更加困难 9本文首先采用行波法

简化方程，然后通过变换关系，建立起（! ’ #）维

()*+,)-.(/0)-/0.12324/0（((1）可积方程与一维立方

非线性 542),.6/78/,（56）方程之间的联系，利用文

献中已知的立方非线性 56 方程丰富的孤子解和周

期解［#=］，可以得到（! ’ #）维 ((1 方程的丰富的平面

行波孤子解和周期解 9

" 一般变换关系

在文献［#%］中，利用广义 1)7>3/7/ 对称代数的高

维实现，作者得到了著名的（" ’ #）维 ((1 方程（! ’
#）维的 1)7>3/7/ 可积推广：
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其中 ’，&，%，)，* 为任意常数；! 为 (，"，#，$ 的函

数 9当 # @ (，并适当选择常数 ’— *，（#）式即退化为

通常的（" ’ #）维 ((1 方程 9 要严格求解（#）式非常

困难 9 为 了 得 到 一 些 有 意 义 的 结 果，现 作 简 单 的

假设：
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!@ +# ( ’ +" " ’ +! # ’ +% $；+#，+"，+!，+% 为任意常

数 9把（"）式代入（#）式，化简并积分一次，得
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%# 为积分常数 9为了求解四阶的常微分方程（!），采

用下述变换：

!!! @ ,$ ’ ,#""， （%）

其中"为下述方程的解：
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把（%）和（;）式代入（!）式，按"的幂次合并同类项，

并令"幂次前面的系数为零，得
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把（,）和（$"）式代入（-）—（+）式，得
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亦即如果#（$）为方程（.）的解，则由（!）式表示的

*（+，,，-，.）（其中常数 ""，"$ 由（$$）和（$%）式决

定）即为（& # $）维 //0 方程（$）的解 *

& （& # $）维 //0 方程的孤子解和周

期解

立方非线性 12 方程（.）已在许多文献中得到

深入的研究，利用（!）式和文献［$-］中的（.）式的精

确解，可以得到（& # $）维 //0 方程的许多精确解，

下面给出一些有意义的特例：

$）当") ( %，! ) %，#" ) $ 时，方程（.）有扭结

孤子解

# ) 34$* （$!）

相应地，（& # $）维 //0 可积方程（$）的势函数 *$$的

平面孤子解为

*$$ ) "" # "$ 34%$， （$.）

其中 ""，"$ 由（$$）和（$%）式给定；!$，!%，!&，!! 为

任意常数 *
%）" ) %!% ( $，! ) ( %!%，#" ) $ ( !% 时，方程

（.）有周期解

# ) 56$， （$-）

56$为 7859:; 椭圆函数，相应地，（& # $）维 //0 可积

方程（$）的势函数 *$$的周期解为

*$$ ) "" # "$ 56%$， （$’）

其中 ""，"$ 由将") %!% ( $，! ) ( %!%，#" ) $ ( !%

代入（$$）和（$%）式决定；!$，!%，!&，!! 为任意常数 *
利用文献［$-］中各种精确解，还可得到许多其

他形式的周期解 *在此不再一一列举 *

! 小 结

利用行波法将（& # $）维 //0 方程约化后，建立

了与立方非线性 12 方程简单的代数变换关系，从

而得到了（& # $）维 //0 可积方程的许多孤子解和

周期解 *这种方法还可以广泛应用于其他一些高阶

的非线性偏微分方程中，是求解非线性偏微分方程

孤子解和周期解的一种既简单又有效的方法之一 *

衷心感谢楼森岳教授的指导和帮助 *
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