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利用推广的齐次平衡方法，研究了（" ) !）维 *+,-+./012 方程的局域相干结构 3首先根据领头项分析 ，给出了这

个模型的一个变换，并把它变换成一个线性化的方程，然后由具有两个任意函数的种子解构造出它的一个精确解，

发现（" ) !）维 *+,-+./012 方程存在相当丰富的局域相干结构 3合适的选择这些任意函数，一些特殊型的多 4+,56,7
解，多 8152 解，振荡型 4+,56,7 解，圆锥曲线孤子解，运动和静止呼吸子解和似瞬子解被得到 3孤子解不仅可以存在

于直线孤子的交叉点上，也可以存在于曲线孤子的交叉点或最临近点上 3呼吸子在幅度和形状上都进行了呼吸 3
本方法直接而简单，可推广应用一大类（" ) !）维非线性物理模型 3
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! E 引 言

孤子是基于一类非线性物理模型的一个复杂数

学结构［!］3随着对（! ) !）维非线性物理模型的孤子

结构的研究和理解的深入，高维非线性可积模型的

似孤子结构的研究引起了物理学家和数学家的极大

兴趣 3由于 *,6C6，F-,7，G0+C670 和 H-5267-886 的开拓性

工作［"］，近十多年来，关于在（" ) !）维非线性物理模

型中，在各方向上都是指数衰减的，被称为 4+,56,7
的局域孤子解的研究受到了人们的高度关注 3至今

不仅已获得一大类（" ) !）维非线性可积模型的 4+,.
56,7解 结 构，如（" ) !）维 I0J-K.LC-M0+C<,7（IL）方

程［!，"］，（" ) !）维 /04,5C<-J.H-CJ60<@J686（/H）方程［#］，

（" ) !）维 广 义 N6?@76O.N,J6O,J.P-<<-8,J（NNP）方

程［%］，（" ) !）维破裂孤子方程［’］，（" ) !）维长耗散波

方程［&］，（" ) !）维标量非线性 LD@+Q467A-+ 方程［R］，而

且（# ) !）维非线性 /,+C-M-A.4- P+6-<（/4P）方程［(］和

S65T,.G6M0./04,5C<-J.H-CJ60<@J6886（SG/H）方程［9］的似

4+,56,7 解结构也被给出 3 最近，还进一步发现了（"
) !）维非线性 /4P 方程［!$］，（" ) !）维破裂孤子方

程［!!］，（" ) !）维 长 耗 散 波 方 程 和 标 量 非 线 性

LD@+Q467A-+ 方程［!"］等广义 4+,56,7 解结构 3通常，4+,.

56,7 解由两个及以上的非平行直线隐形孤子形成，

如 IL 方程［!，"］，NNP 方程［%］，它们的 4+,56,7 解由两

个垂直的隐形孤子所形成，而 /H 方程［#］，4+,56,7 解

则由两个非垂直的隐形孤子所形成 3对于 某些非线

性物 理 模 型，如 IL 方 程［!，"］，NNP 方 程 和 反 对 称

NNP 方程［%］，4+,56,7 解可以存在于物理场本身，而

对于某些非线性物理模型，如 /H 方程和破裂孤子

方程［"］，则 4+,56,7 解只对某种势场才存在 3 一般而

言，4+,56,7 解存在于两个非平行直线孤子的交叉点

上，随后人们还进一步发现，某些高维非线性物理模

型的 4+,56,7 解，如（" ) !）维 /4P 方程［!$］，（" ) !）维

破裂孤子方程［!!］，（" ) !）维耗散长波方程［!"］和（" )
!）维非线性 LD@+Q467A-+ 方程［!#］，不仅可以由一些垂

直的或非垂直的隐形孤子构成，也可以由一些曲线

孤子构成 3最近，楼森岳等利用分离变量方法，得到

了（" ) !）/4P 维方程［!%］，（" ) !）NNP 维方程［!’］和非

线性 LD@+Q467A-+ 方程［!&］的具有两个任意函数的相

当丰富的局域相干结构，而且还发现，合适地选择

这些函数，局域相干结构可以是多 4+,56,7 解，多

8152 解，振荡型 4+,56,7 解，环孤子解，运动和静止

呼吸子解，似瞬子解 3而且 4+,56,7 解既可以存在于

一些直线孤子的交叉点上，也可以存在于一些曲线

孤子的交叉点或最临近点上 3呼吸子在形状和幅度
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上都进行了呼吸 !
寻求非线性物理模型的孤子解已创立了许多行

之有效的方法，如逆散射变换方法，双线性方法，

"#$%&’() 和 *+,-’. 变换方法，对称约化方法等等 !其
中近年来建立的齐次平衡方法也是一种相当有效的

方法［/0］! 这种方法提供了一种构造非线性物理模型

准确解便利的分析技术，已被推广用来得到非线性

物 理 模 型 的 多 孤 子 解［/1，23］，)+-45-( 解［2/］ 和 自

"#$%&’() 变换［22］!本文中将进一步利用推广的齐次

平衡法研究（2 6 /）维 "+-7+89:’; 方程

!"# < !$$# = 2（!!$）# = 2%$$， （/）

%" < = %$$ = 2（%!）$ （2）

的丰富的局域相干结构 !方程（/）和（2）可用对称约

束从 9> 方程中约化得到［22］，并且该方程已在统计

物理、等离子体物理和非线性光纤通信等许多科技

领域中得到应用 ! 它的 >:5(&7?@ 性质和具有任意时

间变量 " 或 空 间 变 量 # 的 无 穷 多 对 称 也 已 被 讨

论［2A］!

2 B（2 6 /）维 "+-7+89:’; 方程的线性化

为了 部 分 平 衡 方 程（/）中 的 非 线 性 项 = 2
（!!$）# 和三阶导数项 !$$# 和方程（2）中的非线性项

= 2（%!）$ 和二阶导数项 = %$$ ，根据推广的齐次平

衡方法，假定方程（/）和（2）的形式解取下列形式：

! < &C（’）’$ 6 (（$，"）， （A）

% < )D（’）’$’# 6 )C（’）’$# ， （E）

式中 &（’），)（’），’（ $，#，"）为待定函数，(（ $，"）
为有意选择的函数的｛$，"｝!

把（A）和（E）式代入方程（/）和（2），整理后得到

!"# = !$$# 6 2（!!$）$ 6 2%$$ <（2 & D 2 6 2 & C &（A） = &（E） 6 2)（E））’A
$’#

6 &（A）（’$’#’" = A’A
$’$# = A’$’#’$$ 6 2(’2

$’#）6 & D（’$#’" 6 ’$’"# 6 ’#’$"

= A’$#’$$ = A’$’$$# = ’#’$$$ 6 E(’$’$# 6 2(’$$’# 6 2($’$’#）6 & C（’$#" = ’$$$# 6 2(’$$#

6 2($’$#）6 2)C’$$$# 6 )（A）（F’$’$$’# 6 F’2
$’$#）6 )D（2’$$$’# 6 F’$$’$# 6 F’$’$$#）

6 & C & D（F’$’$$’# 6 E’2
$’$#）6 & C 2（2’$$’$# 6 2’$’$$#）< 3， （G）

%"%$$ 6 2（!%）$ <（)（E） 6 2)（A）& C 6 2)D & D）’A
$’# 6 )（A）（A’$’$$’#

6 A’2
$’$# 6 ’$’#’" 6 2!’2

$’#）6 )D（’$$$’# 6 A’$$’$$# 6 ’$#’#" 6 ’#’$"

6 2(’$$’# 6 E(’$’$# 6 2($’$’#）6 )C（’$#" 6 ’$$$# 6 2(’$$# 6 2($’$#）

6 & C)D（E’$’$$’# 6 E’2
$’$#）6 2 & D)C’2

$’$# 6 & C)C（2’$’$$# 6 ’$$’$#）< 3! （F）

为了简化方程（G）和（F），令方程（G）和（F）中

’A
$’# 前的系数为零，可得到一组 &（’）和 )（’）所满

足的常微分方程

2 & D 6 2 & C & D = &（E） 6 2)（E） < 3， （0）

)（E） 6 2)（A）& C 6 2 & D) D < 3 ! （1）

从方程（0）和（1），可求得一组特解

&（’）< )（’）< &(’ ! （H）

因此进一步有

& C & D < = /
2 &（A），& C 2 < = & D ! （/3）

利用（H）和（/3）式，方程（G）和（F）变成

& C（’" 6 ’$$ 6 2(’$）$# 6 & D［’$#（’" 6 ’$$ 6 2(’$）6 ’$（’" 6 ’$$ 6 2(’$）#

6 ’#（’" 6 ’$$ 6 2(’$）$］6 &（A）［’$’#（’" 6 ’$$ 6 2(’$）］< 3， （//）

)C（’" 6 ’$$ 6 2(’$）$# 6 )D［’$#（’" 6 ’$$ 6 2(’$）6 ’$（’" 6 ’$$ 6 2(’$）#

’#（’" 6 ’$$ 6 2(’$）$］6 )（A）［’$’#（’ 6 ’$$ 6 2(’$）］< 3! （/2）

令方程（//）和（/2）中 &（A），& D ，& C 或 )（A），)D ，)C
前的系数为零，可得一组关于 ’（ $，#，"）的偏微分

方程组

（’" 6 ’$$ 6 2(’$）$# < 3， （/A）

’$’#（’" 6 ’$$ 6 2(’$）< 3， （/E）

’$#（’" 6 ’$$ 6 2(’$）6 ’$（’" 6 ’$$ 6 2(’$）#

6 ’#（’" 6 ’$$ 6 2(’$）$ < 3， （/G）

（’" 6 ’$$ 6 2(’$）$# < 3， （/F）
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对（!"）—（!#）式进行分析后发现 ，只要 !（ "，#，$）
满足

!$ $ !"" $ %%!" & ’， （!(）

上面各个方程均自动满足 ) 由此可见方程（!）和（%）

经过变换式（"）和（*）后可线性化 )

" +（% $ !）维 ,-./-01234 方程的特殊局

域相干解

对于方程（!(），我们能构造多种不同的特解 )由
于 %（"，$）是一个变量为｛"，$｝的待定函数，因此 可

以选择以下分离变量解：

!（"，#，$）
& ! $ &! ’（"，$）$ &% (（#）$ )’（"，$）(（#），

%（"，$）& 5
’$ $ ’""
%’"

， （!6）

式中 ’（"，$）是变量｛"，$｝的任意函数，(（ #）是变量

# 的任意函数，&!，&% 和 ) 是三个任意常数 ) 把

（7），（!6）式代入（"）和（*）式，可以求得（% $ !）维

,-./-01234 方程的一个精确解

*（"，#，$）&
（ &! $ )(）’"

! $ &! ’ $ &% ( $ )’( 5
’$ $ ’""
%’"

，

（!7）

+（"，#，$）&
（, 5 &! &%）’"(#

［! $ &! ’ $ &% ( $ )’(］% ) （%’）

从解（!7）和（%’）式可知，由于引入了三个任意函数，

使得（% $ !）维 ,-./-01234 方程的孤子解具有相当丰

富的结构 )下面我们讨论一些有意义的情况 )

!"#" 多个直线隐形孤子形成的多 $%&’(&) 解

一般而言，多 8-.9:.; 解是由具有某种色散关系

的多个直线孤子所构成，并且发生在直线的交点上 )
若我们选择

(（#）& !
-

. & !
/<4［ /.# $ #’ .］，

’（"，$）& !
0

/ & !
/<4［1." $!. $ $ "’ .］， （%!）

式中 1. ，/. ，!. ，"’ . ，#’ . 是任意常数，0，- 是任意正

整数 )这样我们就求得了一种特殊类型的多解 )而且

1. 与!. 之间没有任何色散关系 ) 图 ! 给出的是当

0 & - & 1! & /! & &! & ) & !，"’! & #’! & ’，&% & % 时场

变量 +（"，#，$）在 $ & ’ 的单 8-.9:.; 解 )

!"*" 多直线和多曲线诱导的多 $%&’(&) 解

为了便于进一步讨论，可以作如下变换：

图 ! 由两条直线孤子形成的 8-.9:.; 解

’ & /<4（%2（"，$）），( & /<4（%3（#））

&! & &% & ’，) & !， （%%）

将（%%）式代入（%’）式后，（%’）式变为

+（"，#，$）& 2"3# =/>?%（2 $ 3）) （%"）

从（%"）容易看出一族平行于 # 轴的直线孤子

2"、一族平行于 " 轴的直线孤子 3" 和一族曲线孤子

=/>?%（2 $ 3）可以诱导出场变量 +（ "，#，$）各种各

样的多 8-.9:.; 解 )图 % 描绘了当取

2 & /<4［（" $!$）"］，3 & /<4（5 %#%）（%*）

场变量 +（"，#，$）在 $ & ’ 时的多 8-.9:.; 解图象 )

图 % 四孤子结构

!"!" 圆锥曲线孤子解

在高维情况下，除了通常的单峰和多峰（即点局

域）的所有方向都指数衰减的 8-.9:.; 解外，还可能

存在其他形式的所有方向都指数衰减的 8-.9:.; 解，

如在一些（% $ !）维和（" $ !）维的非线性模型中，存

在环形（碟形、盆形、碗形）孤子解 ) 这些孤子解也可

在（% $ !）维 ,-./-01234 方程的解中构造出特殊的多

8-.9:.; 孤子解 )如当取 ’ $ ( & ’ 描述一条圆锥曲线

时，（%’）式即表示一种特殊类型的圆锥曲线孤子解 )
图 " 显示了选择参数 &! & &% & ’ 和 ) & ! 后，

（2）当

(’(* 期 张解放等：（% $ !）维 ,-./-01234 方程的局域相干结构



（!）椭圆形

（"）双曲线形

（#）抛物线形

图 $ 各种形式的孤子结构

! % &’( )（" )!#）*

+ ,[ ]*- ，$ % &’(（) %*），

（*-）

在 # % . 时场变量 &（"，%，#）的椭圆孤子结构；

（"）当

! % &’(（" )!#）*

+ )[ ]/ ，$ % &’( ) %*( )* ，

（*0）

在 # % . 时场变量 &（"，%，#）的双曲线孤子结构；

（#）当

! % &’( )（" )!#）*[ ]+ ，$ % &’(（) %），（*1）

在 # % . 时场变量 ’（"，%，#）的抛物线孤子结构 2

!"#" 多 $%&’ 解

在高维情况下，如 34 方程中已经发现一种被

叫做 567( 解的特殊型的局域结构，它是由比例函数

所形成 2这种情况也出现在（* , 8）维 9:;&:<3!6( 方

程中 2

图 + 多 567( 孤子结构

图 + 就是一幅由

! % &’(（" )!#）*，$ % &’(（) %*）， （*=）

当选择参数 (8 % (* ) 8 % ) % 8 后在 # % . 的多 567(
解 2

!"(" 振荡型的 )*+&,+- 解

如果某些空间变量的周期函数包含在函数（*1）

式的 ! 和 $ 中，可获得由（*=）式表示的场 ’（ "，%，

#）某些方向具有振荡型尾部的 >:;7?;@ 解 2如取

! % &’(［（" )!#）#;A"］，$ % &’(（%），（*/）

就可得到在方向振荡的 >:;7?;@ 解 2 图 - 是一幅由

（*/）式所确定的（*.）式表示的场 ’（ "，%，#）的一种

的振荡型 >:;7?;@ 结构，其中 (8 % (* B* % ) % 8，# % .2

!"." 静止和运动呼吸子

若上面给出的局域解中含有时间的周期函数，

那么所有的这些局域解就成为相应的呼吸子 2例如，

图 0 给出的就是取

! % &’( " #;A # , *.( )( )8/ ，$ % &’(（) %），（$.）

=.1 物 理 学 报 -8 卷



图 ! 振荡型 "#$%&$’ 解

并选择 !( ) !* +* ) " ) (,，在时间分别为 # ) -!+*，

,，!+* 的图象 .从图 / 中可以看出，这种类型的呼吸

子在形状和幅度上都进行了呼吸 .

（0）# ) -!+*

（1）# ) ,

（2）# )!+*
图 / 单 "#$%&$’ 型吸收子

（0）# ) ,

（1）# ) 3 (.,

（2）# ) 3 (.!

（"）# ) 3 *.,
图 4 瞬子结构

5,46 期 张解放等：（* 7 (）维 8#$9#:;0<= 方程的局域相干结构



!"#" 似瞬子解

如果在（!"）式的函数 ! 或 " 含有随时间增长而

衰减的因子，比如说用 #$%&（ #）去乘 ! 或 "，那么在

’()(—’(*( 讨论过的所有局域结构都成为似瞬子解 +
图 , 显示一种特殊的由（!"）式表示的场变量

$（%，&，#）的似瞬子解 +其中

! - $./（%’ 0 #! 1 !），" - $./（1 &! 0 2），

（’)）

且 ’) - ( - ’! 3! - 4，在 # - "；5 )+"；5 )+4；5 !+" +

2 ( 结 论

我们利用推广的齐次平衡方法，首先将（! 0 )）

维 678$79:;</ 方程线性化，然后由分离变量解，得到

许多新的丰富的多孤子结构 +由于种子解中含有任

意函数，因此合适的选择这些函数，同样可以得到（!
0 )）维 678$79:;</ 方程类似于（! 0 )）维 :=> 方程、

（! 0 )）维 ??> 方程和非线性 @%&7A=BCD$7 方程的多

直线孤子解、多 =78EB8C 解、多 F<E/ 解、环孤子解、呼

吸子解和似瞬子解 +
齐次平衡方法已经得到广泛的应用，这里我们

又进一步拓展了它的应用 +这种方法对其他高维的

非线性物理模型的推广值得深入研究 +

［)］ 68BGB H，I$8C J J K，H;7GBC; I ;C= K$E/BC$FFB L )MNN )*&+ + ,-## +

O $!% 2’!
［!］ L8P;# O @ ;C= @;CGBCB K H )MM" )*&.+.’/ Q && MM

RB$G;7BCG; J ;C= RB78G; S )MM" )*&+ + ,-## + O $&’ !’,
［’］ RB$G;7BCG; J )MM" )*&+ + ,-## + O $&( ))’
［2］ S;=&; S ;C= I;P#&E;C;C H )MM2 0 + 1/#* + )*&+ + !’ 2,2*
［4］ S;=&; S ;C= I;P#&E;C;C H )MM4 )*&+ + ,-## + O $(# ,
［*］ S;=&; S ;C= I;P#&E;C;C H )MM, 0 + 1/#* + )*&+ + !) !M!
［,］ S;=&; S ;C= I;P#&E;C;C H )MM, 0 + )*&+ + O !) ’!!M

S;=&; S ;C= I;P#&E;C;C H )MM, (*/2+，324.#25+ 6 78/’#/4+ ) ),
［N］ I8< @ T )MM* 0 + )*&+ + O %( 4MNM
［M］ S<;C R T ;C= I8< @ T )MM, 0 + 1/#* + )*&+ + !) ’)!’
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