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应用 ()*+,-椭圆函数展开法求得了一类非线性波方程的包络周期解，而且用这种方法得到的周期解在一定条
件下可以退化为包络冲击波解或包络孤立波解 .
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! 4 引 言

为了理解各种非线性问题的物理机理，各种非

线性模型（非线性方程）被陆续提了出来 . 一般而
言，很难得到这些非线性方程的准确解析解，因此，

更多地得到的是应用计算方法得到的数值解 .但是，
在一定条件下，人们确实可以得到部分的解析解，例

如孤立波解、冲击波解和周期解等等 .应用这些解析
解人们可以验证在相同控制参数的条件下得到的数

值解的可靠性，寻找非线性波动方程的准确解越来

越吸引到更多的关注 .人们发展了很多求非线性波
方程准确解的方法，如齐次平衡法［!—1］，双曲正切

函数展开法［2—$］，试探函数法［’，!#］，非线性变换

法［!!，!"］，和 5-678*+5-67方法［!&］. 但是，这些方法只能
求得非线性波方程的冲击波解和孤立波解，或仅仅

能够得到初等函数构成的周期解［!/—"!］，不能求得非

线性方程的广义上的周期解 . 9+:;,+<等［"" = "/］虽然求

得了一些非线性波方程的准确周期解，但是应用的

是>7-7:5?:)55椭圆函数 .我们［"1，"2］提出的 ()*+,-椭圆
函数展开法求得了非线性方程的广义周期解，也得

到了相应的冲击波解和孤立波解 .在本文中，我们将
利用这种展开法求解一类非线性方程的包络周期

解，和相应的包络冲击波解和孤立波解 .

" 4 非线性薛定谔（3@A）方程的 ()*+,-
椭圆函数包络周期解
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下面我们应用不同的 ()*+,- 椭圆函数展开对方程
（/）求解 .
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选择 ! 使得非线性波动方程（!）中的非线性项和最
高阶导数项平衡得到
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式中 ,)"和 +)"分别为 12,345椭圆余弦函数和第三
种 12,345椭圆函数，而且 #（& 6 # 6 #）为模数 $则把
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同样可以得到方程（!）的解为
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这就是通常的 ?@A方程的包络孤立波解 $

!")" 第三类 #$%&’(椭圆函数展开法
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同样可以得到方程（!）的解为
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同样可以得到方程（(）的解为

! ! #" ) #* #$"& （’+）
注意到

,!
,"

! - #*（* ) #$."）,%"， （’/）

,.!
,"

. !（. - $.）#* #$" ) .#* #$’"， （’0）

!’ ! #’
" ) ’#.

" #* #$" ) ’#" #.
* #$." ) #’

* #$’"，
（’1）

则把（’+）式代入到方程（(）有
［-# )$#.

"］#" )［-# ) ’$#.
" )（. - $.）%%.］#* #$"

) ’$#" #.
* #$." )［$#.

* ) .%%.］#* #$’" ! "& （’2）
由此定得

#" ! "，#* ! 3 - .%%.

# $
，

%. ! #
（. - $.）%

， （("）

代入到（’+）式最后求得

! ! 3 - .#
（. - $.）# $

#$ #
（. - $.）# %

（& - ’4 (）&

（(*）
它要求%5 "，$5 "&取 $ ! *，则

! ! 3 - .##$
#$#6 ##%（& - ’4 (）& （(.）

’7 89:69;<= 方程的 >9#<?@ 椭圆函数包
络周期解
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式中 ’ $ 为声速 &令

) ! )（"），* !!（"）B
@（ +&-’(），" ! %（& - ’4 (），

（((）
则得到

（ ’.4 - ’.$）
,. )
,"

. -$
,.!.

,"
. ! "， （(+9）

%%. ,.!
,"

. ) @%（.%+ - ’4）
,!
,"

)（’ -%+.）! -&)! ! "& （(+?）
由（(+9）式直接积分并取积分常数为 "，得到

（ ’.4 - ’.$）) !$!
. & （(/）

在（(+?）式中，取 .%+ ! ’4，并令’ -%+. ! -#（# C
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这与（(）式相似，只是把系数$换为 -$&D（ ’.4 - ’.$），
因此，不难得到（(0）式的四种解 &
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它要求超声速时（ !! " ! #），!" $，"" $，#% $或!"
$，"% $，#" $；在亚声速时（ !! % ! #），! " $，"" $，#
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（./0）式表示 # 为孤立波解，（./4）式则表示 & 为一
个包络孤立波解 &当#" $时，而且 # 为负值，它被
称作 506!7819坑孤立子（:1; #<=1;<6）；当#% $ 时，这
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!"!" 第三类 #$%&’(椭圆函数展开法
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@E 结 论

本文应用 F0,<41椭圆函数展开法求得几种非线
性波方程的准确包络周期解 &由这种方法得到的包
络周期解在一定条件下可以退化为包络冲击波解或

包络孤立波解 &类似地，上述求解包络周期解的过程
也可以应用到其他非线性方程或方程组的求解，如

506?08G51H#-1;I方程组，J0?<7;#+KGL+;K10#-K1=1方程等，
在这里就不再给出求解过程 &
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