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对一般混沌轨迹的相位定义进行了研究，考虑到大量的混沌运动投影到相平面后不是只有一个转动中心的正

规转动，给出了两种计算瞬时相位的简单方法 *一种方法称之为直接分解方法，它是基于分解的思想 *另一种是切
线方法，它需要计算轨迹在切空间中的角度 *通过对一些算例结果的比较，可以看出这两种方法的优越性 *综合而
言，切线方法是对任意混沌振动适用的，因此可以被广泛应用于混沌相位同步的研究中 *
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! + 引 言

近年来关于混沌同步的发现使人们对混沌有了

更加深入的认识，并使混沌有着更加巨大的应用前

景，不仅在保密通讯中应用潜力巨大，而且在医学、

生态学中也有着诱人的应用前景 *特别是 !’’, 年
-./012345等［!］基于周期振子的同步特征提出的混
沌的相位同步（678/0 /91:7;.1<=8><.1 缩写为 ?@），近
年来在医学中特别引起关注 *所谓混沌的相位同步
指两系统的相位差恒定，而振幅保持混沌样振荡 *多
年来神经学科的一个主要工作集中在同步的寻找，

以前同步的分析方法限于交叉相关分析（:;.//A:.;;0A
38><.1），这实际上是一种线性分析方法，而混沌相位
同步方法可以提供揭示内在非线性同步关系的手

段，并且混沌相位同步在人类的心肺系统和帕金森

病的研究中有重要的发现［"—&］，因此关于混沌相位

同步的研究有重要的理论和应用意义 *但是欲讨论
混沌的相位同步，首先必须合理计算出混沌的瞬时

相位 *
首先需要说明的是，这里所讨论的混沌可以是

由微分方程所产生的混沌轨道，也可以是从某实际

系统采集到的混沌信号 *对于混沌轨道，可在任意一
个投影平面上讨论相位；对于混沌信号可以采用解

析信号的概念将其变换为一个复平面上的轨道［!］，

从而定义相位 *因此本文涉及混沌的转动如不特别
说明，既指相平面上的轨道，也指复平面上的轨道 *
平面上围绕某个中心的转动，某点的相位即为

该点相对于转动中心的转动角，因此目前在混沌相

位同步的研究中所讨论的混沌都限于正规转动，即

轨道是绕某个转动中心的缠绕 *对于更多的绕多个
转动中心缠绕的混沌，一般也是想办法找到一个轨

道为正规转动的投影平面［)，,］，再在这样的平面上

用常规方法讨论 *这样避开主要矛盾，限制混沌的拓
扑结构来讨论混沌的相位同步显然太局限 *对于这
样一大类一般的混沌如何定义其瞬时相位，有着更

大的研究价值 * !’’$年 B83:<1C898和 D8<［$］已经意识
到这个问题的重要性，采用 E481F的经验模式分解
方法（>70 056<;<:83A5.G0AG0:.56./<><.1 50>7.G）将任意
一个非正规转动的混沌信号分解为多个正规转动的

组合，然后对每一个正规转动分别计算瞬时相位 *这
种分解方法解决了一般混沌信号瞬时相位难以刻画

的问题，但是这种分解方式只适用于混沌信号而不

能直接用于混沌轨道，并且也只是将研究一般混沌

信号的瞬时相位问题转化为了多个正规转动的瞬时

相位来研究，得到的某瞬时混沌信号的相位不是单

值的，因而很难对两个系统的相位作同步比较 *本文
将给出另外两种计算一般混沌的瞬时相位的方法，
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并对计算结果作以比较 !

" # 对正规转动的混沌，瞬时相位的计
算方法［$］

!"#" 相平面方法

对于在相平面（ !%"）中表现为绕某个转动中心
（不失一般性地设为原点）缠绕的正规转动的混沌轨

道，其瞬时相位可直接用下式得到：

!（ #）& ’() *’+ "（ #）
!（ #）， （$）

"（ #）&!（ #）, "!$（ #）， （"）
式中反正切函数采用四个象限内的（以后的计算均

如此），整数 $（ #）可由下式确定：

$（ #）&
$（ # - $）, $ !（ #）.!（ # - $）；
$（ # - $） !（ #）!!（ # - ${ ），

$（/）& /! （0）

!"!" 解析信号方法

对于任意一个信号 %（ #），可以通过引入解析信
号的概念来唯一地确定该信号的振幅 &（ #）和相位

"（ #），其解析信号#（ #）是由下式定义的关于时间的
复函数：

#（ #）& %（ #）, 1"%（ #）& &（ #）21!（ #）， （3）
式中"%（ #）函数为 %（ #）的 45672(*变换［$］

"%（ #）& $
!

8!9!#
:

-:

%（$）
# -$

;$， （<）

式中 8! 9!表明该积分是 =’>)?@ 主值意义下的积
分，则

!（ #）& ’() *’+"%（ #）
%（ #）! （A）

解析信号方法实际上将时间序列信号转化成复

平面上转动轨道，其中实轴是原信号，虚轴是其 456%
72(*变换，即对原信号移相!B"后的信号 !因此混沌
信号在复平面上也可以表现为轨道性质，从这个意

义上看混沌轨道与混沌信号是相通的 !为了保持相
位的连续性，也可采用（"）和（0）式的计算方式 !

! $%" 基于 &’()*+,-映射的定义方法

CDE2+76>F等［$］对这类混沌还给出了另外一种
定义相位的方式，即假定每个转动周期内相位是线

性变化的，因此有

"’ & "!
# - #$

#$,$ - #$
, "!$， #$ $ # . #$,$ !（G）

显然这种定义方式非常粗糙，本文暂不讨论 !

0 # 一般混沌瞬时相位的计算方法

% $#" 经验模式分解方法［.］

文献［G］认为，对于任意一个混沌信号，要恰当
地计算其相位变量，最基本的前提是要确定一个唯

一的转动中心和方向，才能使得瞬时角速率不为负 !
对于那样一类只围绕一个转动中心缠绕的正规转动

（如 CHEE62(振子），按照（$）%（0）式计算相位是满足
这个前提的 !而对于一大类有多个转动中心的混沌
轨道（如 I>JJ5+K振子）或在复平面上的轨迹呈现为
绕多个中心缠绕的混沌信号，如果选定一个中心为

计算相位的转动中心，那么围绕另一个中心的转动

必然是反方向的（如图 $所示），即围绕多个转动中
心缠绕的混沌运动方向不确定，因此再按照（$）%
（0）式计算相位显然不合理 !

图 $ 有多个转动中心的转动 I>JJ5+K混沌

为了克服这一难点，他们采用经验模式分解方

法将一个复杂的混沌信号根据转动频率分解为多个

正规转动的组合，然后对每个正规转动分别求取相

位，这样混沌信号的相位就由所分解得到的这些正

规转动的相位来反映 !具体的分解过程如下：
$）对信号 !（ #），构造两个光滑样条分别将其所

有的极大值和极小值连接起来得到 !F’L（ #）和

!F5+（ #）；

"）计算

"!（ #）& !（ #）-［!F’L（ #）, !F5+（ #）］B"；

0）对"!（ #），重复 $）和 "），直至最终得到一个
正规转动，记为 ($（ #），这就是分解得到的第一个
模式；

3）对 !$（ #）& !（ #）- ($（ #），重复 $）至 0），得到
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第二个模式 !!（ "）；

"）重复以上过程，直至最后得到的模式 !#（ "）
不再有明显变化 #则原来的混沌信号 $（ "）就分解为

$（ "）$ !
#

% $ %
!%（ "），其中 !%（ "）是近似正交的 #对每

一个模式 !%（ "）都对应有一个解析信号!%（ "）$
&%（ "）&’"%（ "），因而各有一个相位"%（ "），原来混沌信

号的相位就通过这 # 个相位"%（ "）来表现 #
从以上介绍我们知道，这种经验模式分解方法

并不能得到混沌在某时刻的确切相位，只能得到分

解后的各模式在相应时刻的相位，不具有单值性，并

且这种方法是基于时间序列的波动特征提出，因此

只适用于混沌信号 #按照分解的思路，我们不难想到
下面的直接分解方法 #

! "#$ 直接分解方法

对于转动中心只有很少几个的混沌（如 ()*&+,，
-.//0+1等系统的混沌只有两个转动中心），一般直观
上就能确定各个转动中心，这样我们就可以直接根

据转动中心将混沌分解 #以图 %所示的 -.//0+1振子
的混沌为例，转动中心可以选择为 &：（ 2 !，3）和 ’：
（!，3）#实际上转动中心不一定要严格选择在各个转
动的正中心，只要每一圈的转动把所选择的中心圈

在里面就可以，这样按照（%）—（4）式计算出的相位
才是合理的 #

! "!$ 切向量法

文献［5］在切空间中定义了离散系统混沌的相
位，这一思想实际上在文献［6］中已有体现，但是文
献［6］只是提到这种定义方法，因不是文中讨论的重
点，故未作深入探讨 #文献［5］将 (% 7 (! 平面上离散系
统混沌的相位定义为

"（ " 8 %）$ 9*: ;9+
(!（ " 8 %）2 (!（ "）
(%（ " 8 %）2 (%（ "( )），（5）

#（ "）$"（ "）8 !!)（ "）， （6）
整数 )（ "）由下式确定：

)（ " 8 %）$
)（ "）8 % "（ " 8 %）<"（ "）；
)（ "{ ） 否则，

)（%）$ 3# （%3）
在这个定义中，（%3）式对离散系统意味着平面

上的相点不仅在跳转过一周时相位要增加 !!，而且
在向反方向跳时也增加 !!（如文献［5］中图 % 的（ "
8 4）时刻）#这样处理可能是为了使得到的相位单调

增加，却不甚合理，特别是若直接用于连续系统的混

沌，会使连续的转动得到不连续的相位，这可能也是

至今未见用于连续系统的原因 #实际上若将（%3）式
作下面的修正，即可推广用于计算连续系统混沌的

相位：

)（ " 8 %）$

)（ "）8 % "（ "）由第 =象限；变
到第 %象限；

)（ "）2 % 除了以上情况之外的

"（ " 8 %）<"（ "）；
)（ "












） 其他，

)（%）$ 3# （%%）

=> 方法的比较

以上介绍的三种方法中，后两种是基于轨道的

转动特征提出的，不仅适用于混沌信号，而且适用于

混沌轨道，且得到的相位是单值的 #由于第一种方法
不具有这些特点，故这里只针对后两种方法作比较

分析 #

图 ! -.//0+1混沌振子的相位

图 !给出了用直接分解方法和切向量法计算出
的图 %所示的 -.//0+1振子的混沌的相位 #图 !中连
续的曲线是用切向量法计算出的相位，阶梯状的曲

线是用直接分解方法计算出的结果 #显然用直接分
解方法得到的相位不连续，但阶梯的上沿线和下沿

线分别表示围绕两个转动中心的转动，每一个台阶

的宽度就表示了该转动绕每个转动中心的相对时间

的长短，因而可以明显看到转动从一个转动中心附

近绕到另一个转动中心附近的节律 #
图 = 给出了用这两种方法计算出的图 4 所示

()*&+,混沌振子的相位 #用直接分解方法计算时选
择的两个转动中心为（ 2 5，!"）和（5，!"）# ()*&+,混
沌振子与-.//0+1混沌振子最主要的区别在于 ()*&+,
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图 ! "#$%&’混沌在（ !，"）平面上的投影

图 ( "#$%&’混沌振子的相位

混沌振子有反方向的转动，而 #$%%&’(混沌振子只是
一个方向的转动 )显然对于有反方向转动的混沌，用

直接分解方法得到的相位还是阶梯状的，只是此时

阶梯的上沿线和下沿线分别向上、下发散，而不同于

图 )中的上、下沿线均向上发散的阶梯线，这是因为
如果定义了一个方向的转动为相位增加，则另一个

方向的转动一定是相位减小 *图 (中的连续曲线是
切向量法得到的，此时的曲线虽然连续但不再是单

调增加的，其中的单调减少部分也正反映了转动中

的反向部分 *
通过以上比较我们知道，直接分解方法和切向

量法对绕多个转动中心缠绕的混沌都适用，但直接

分解方法得到的相位不连续，且计算中选择的转动

中心带有人为因素，转动中心不明显或过多时，难以

计算，而切向量法不管系统的转动中心多少，也不管

转动方向如何，总能得到唯一的瞬时相位，虽然对反

方向的转动相位不再是单调增加的，但是，定义一个

方向的转动为正（如逆时针），另一方向的转动必然

为负，这也是符合人的直觉的 *因此通常情况下，切
向量法可能是最佳选择 *

+ , 结 论

本文分析了目前在混沌相位同步中所涉及到的

混沌相位的计算方法问题，指出现有方法存在的问

题，提出两种新的计算方法，通过对这两种方法作比

较分析，认为切向量方法比较客观，是目前计算一般

混沌系统相位的最佳方法 *
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