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介绍了 ()*)+,-等提出的构造非线性发展方程孤波解的混合指数方法 .依据数学机械化思想对该方法进行了
改进和完善，使之能够求得非线性发展方程更多的孤波解，并可应用于非线性发展方程组及高维方程 .
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!国家重点基础研究发展规划（批准号：0!11’#&#$##）和上海市曙光计划资助的课题 .

! 2 引 言

非线性发展方程孤波解的求解问题一直是物理

学家和数学家研究的重点课题 .多年来，涌现出了一
系列著名的求解方法，如反散射方法，(3*45, 方法，
6,3-7)89展开以及 :;<=7>-?变换等等 .近年来国内许
多学者在此领域也做出了许多重要工作［!—@］.
早在 !1@’年，A4B,7)B和 /4*C)7分别从数学和物

理角度就非线性发展方程孤波解的构造问题进行了

深入研究，发现非线性发展方程的孤波解可由其线

性方程的实指数行波解来构造 . ()*)+,- 等［’］在此
基础上分析了孤波解的物理性质，于 "# 世纪 ’# 年
代中期提出了构造非线性发展方程孤波解的混合指

数方法，随后又对该方法不断加以改进，使之逐步成

为有效计算非线性发展方程孤波解的重要方法之

一［1，!#］.混合指数法的实质是将非线性发展方程孤
波解的求解问题转化为一复杂的递推方程的求解问

题 .方法的基本原理是将非线性发展方程的孤波解
表示为该方程中线性部分的实指数解的级数形式，

从而将非线性发展方程孤波解的求解问题转化为组

合计算问题 .尽管手工求解复杂的递推方程并不容
易，然而由于计算机代数的发展，人们可以借助计算

机代数系统有效地处理繁琐的代数计算，从而归纳

出递推方程的解并加以验证 .由此可获得非线性发
展方程的准确孤波解 .本文分析了 ()*)+,-的混合
指数方法，对其进行了改进和完善，通过几个简单例

子说明了这种改进可以获得非线性发展方程和非线

性耦合方程组更多的孤波解 .

" 2 混合指数方法

考虑非线性发展方程

!（"，"#，"$，"" $，""#，⋯）D #， （!）

其中 "$ D!
"
!$
，"" $ D!

" "
!$"
，⋯，! 是其变元 "，"$，"#，

""#，⋯的多项式 .构造方程（!）精确孤波解的混合指
数方法步骤如下 .

! 2 对方程（!）作行波变换
"（#，$）D!（"），" D # E %$ . （"）

通过变换（"）可将方程（!）化作关于变量"的常微分
方程

!!（!，!F，!G，⋯）D #. （&）
对方程（&）关于"尽可能积分，将积分结果记作

!"（!，!F，!G，⋯）D #. （%）
"2 为获得方程方程（%）一般形式的孤波解，引
入变换

! D & H#， （I）
其中 & 为待定常数，将上述变换代入方程（%），得

!&（#，#F，#G，⋯）D #. （$）
&2 对方程（$）进行奇点分析，判别是否需要对
其作非线性变换，即将# D"

E ’代入方程（$），平衡方
程中最高阶导数项与最高阶非线性项，计算出 ’ 的

值 .通常 ’ 为正整数；若 ’ 为有理数
(!

("
，可令# D
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!
!
!"来变换方程（#）；此外若 " 为负数可假设" $

!
% ! &

’( 假定方程（#）具有如下形式的解

"（#）$ !
)

# $ !
$#%#（#），%（#）$ *+,（% &#），& - .，

（/）
式中 $# 为待定常系数，%（#）是方程（#）中相应线性
方程的实指数解（若（#）式无线性项，则 %（#）为（#）
式最低次非线性项构成的方程的解）&

0 ( 将（/）式代入方程（#），利用级数乘积的
123456准则，可得到关于系数 $# 的递推关系式

’（#）$# 7 ()!
#%!

* $ )%!
⋯!

+%!

! $ "
!
!%!

, $ !
（ ,）-!

8（! % ,）-"⋯（# % *）-) $,$!%!⋯$#% * 7 ⋯

7 (.!
#%!

* $ .%!
⋯!

+%!

! $ "
!
!%!

, $ !
（ ,）/!（! % !）/"⋯

8（# % *）/) $,$!%!⋯$#% * $ .， （9）
其中 ’（#）为 # 的多项式，)，. 分别为方程（#）中所
有非线性项关于"的最高次幂和最低次幂，()，(.

分别为方程（#）中最高阶非线性项和最低阶非线性
项的系数，-0，/0 分别为方程（#）中最高阶非线性项
和最低阶非线性项中各阶导数的阶数 &
目前，没有一般方法求解递推方程（9），实践中

可令

$# $ !
$

1 $ .
21(#

1 #1， （:）

其中 21，(1 均为常数 &如果方程（#）有形如（/）式的
解，则可通过平衡出现在方程（#）中的线性最高阶导
数项和非线性项来确定（:）式中的参数$，即

$ $（% % ) 7 ! %&）;（) % !）， （!.）

式中& $!
)

0 $ !
-0，%为 ’（#）的幂次 &

# ( 将（:）式代入（9）式，整理后可得到关于 # 的

%7$次多项式方程 &其系数必须为零，由此得到一
组关于 21，&，3 的代数方程组，求解代数方程组可
确定出 21（ 1 $ .，!，⋯，$），& 和 3 &

/ ( 记

41（%）$ !
)

# $ !
#1%#，1 $ .，!，"，⋯， （!!）

则方程（#）的形式幂级数解为

"（#）$ !
$

1 $ .
2141（(1%）& （!"）

利用递推关系式

417!（%）$ %4<
1（%），4.（%）$ %

! % %，1 $ .，!，"，⋯，

（!=）
可给出方程（#）的闭合形式解，返回原来的变量最终
可获得方程（!）的精确孤波解 &
下面以 >?@A方程，?B方程以及耦合的 ?@A方

程组为例，详细说明混合指数法的求解过程 &

= ( 计算实例

!"#" $%&’方程

>?@A方程［9］的一般形式为
-5 7’-" -6 7 -666 $ .， （!’）

其中’为自由参数 &
为求 >?@A方程的孤波解，首先作行波变换

-（6，5）$(（#），# $ 6 % 35， （!0）
其中 3 为待定常数，表示波速 &将（!0）式代入方程
（!’），关于#积分，得到方程（!’）相应的常微分方程

% 3( 7 !
=’(

= 7(## $ .& （!#）

又引入变换

( $ 7 7"& （!/）
代入方程（!#），得

%（ 3 %’7"）" 7"## 7’7"
" 7 !

=’"
=

7 !
=’7

= % 37 $ .& （!9）

要求方程（!9）为齐次的，故应有

7 !
=’7

" %( )3 $ .& （!:）

分两种情况讨论：

!）当 7 $ .时，方程（!9）线性部分的解为 %（#）

$ *+,（ % &#），其中 & $"3 &方程（!9）的解可假设为

" $ =3( )’
!
"

!
)

# $ !
$# %（#( )） # & （".）

为计算方便，引入常数因子
=3( )’

!
"
&

将（".）式代入方程（!9），利用级数乘积的
123456准则，可得到关于系数 $# 的递推关系式

（#" % !）$# 7!
#%!

! $ "
!
!%!

, $ !
$,$!%! $#% ! $ .，# # = &

（"!）
从上式易知 $! 为任意常数，$" $ .，进而 $"# $
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! "计算 !#" $ %的前几项，可得 !& ’ ( !&
% )#&，!* ’

$ !*
% )#+，!, ’ ( !,

% )#-，⋯ "由（%!）式可确定出 !" 的

最高次幂为零，因而可归纳出其非平凡解为

!#" ’ !，!#"$% ’（( %）"!#"$%
% )#&" " （##）

由（%*），（%,），（#!）和（##）式，可得 ./01 方程
的钟状孤波解

#（$，%）’ +&( )!
%
#
2345 !&（$ ( &%）$( )" ，（#&）

其中 & 6 !，"为任意常数 "

#）当 ’ ’ 7 &&( )!
%
#
，取 ( ’ ( #! & "同 %），得到

系数 !" 的递推关系式

% ( "( )# !" 7 &
#"

"(%

) ’ %
!)!"(%

$ %
#"

"(%

* ’ )
"
*(%

) ’ %
!)!*(% !"( * ’ !，" # & " （#8）

由上式可知，!% 为任意常数，!# ’ 7 %
# !#

%，!& ’

7 %
8 !&

%，!8 ’ 7 %
9 !8

%，⋯ "归纳得

!" ’ 7 # %
# !( )%

"

" （#*）

由此获得 ./01方程的一个扭状孤波解

#（$，%）’ 7 &&( )!
%
#
:;<5 ( #! &（$ ( &%）)# $( )" ，

（#+）
其中 & = !，"为任意常数 "在文献［9］中 >3?3.;<未
给出解（#+）"

!"#" $%&’()*+,-.+),/%*0,/1/方程

混合指数方法也可应用于高维方程 "考虑一般
形式的 /@方程

#%$ $! ##
$ $ ##( )$$ $##$$$$ $$#++ ’ !，（#,）

其中!，#，$均为自由参数 "
方程（#,）中有两个空间变量，设它的行波解为
#（$，+，%）’%（&），& ’ $ ( &% $ ,+，（#9）

其中 & 为波速，, 为 + 方向上的波数 "
将（#9）式代入方程（#,），关于&积分后得到方

程（#,）相应的常微分方程

#%&& $ $,# (( )&% $ !#%
# ’ ! " （#-）

对方程（#-）作变换

% ’ ’ $’， （&!）
得

#’&& $ $,# $ ’! (( )&’

$ !#’
# $ ’ $,# ( & $ !#( )’ ’ !" （&%）

同样要求（&%）是齐次的，故应有

’ $,# ( & $ !#( )’ ’ !" （&#）

分两种情况讨论：

%）’ ’ !，假设方程（&%）具有如下形式的孤波解

’ ’ #（$,# ( &）
! "

A

" ’ %
!" -（&( )） "， （&&）

其中 -（&）’ 3BC（ ( (&），( ’ & ($,#

!#
，!" 为待定

系数 "
将（&&）式代入方程（&%），利用级数乘积的

D;E45F准则，得到关于 !" 的递推关系式

% ( "( )# !" $"
"(%

) ’ %
!)!"(% ’ !，" # # " （&8）

由（%!）式可确定出 !" 为 " 一次多项式，不失一

般性可设

!" ’ .% " $ .!， （&*）

将上式代入（&8）式可确定出 .! ’ !，.% ’ + !%( )+

"

"

将（&*）式代入（&&）式，利用（%&），（#9）及（&!）式
得到 /@方程的一个钟状孤波解

#（$，+，%）’ & & ($,( )#

!

G 2345 (# %
#

& ($,#

! #
（$

( &% $ ,+）$ )" ， （&+）

其中常数 &，, 满足（ & ($# ,）#6 !，"为任意常数 "

#）’ ’ #（ & ($,#）

!
，假设方程（&%）具有（&&）式

的孤波解，其中 -（&）’ 3BC（ ( (&），但 ( ’

（$,# ( &）! #
，!" 为待定系数 "同 %），可得到 /@方程

的另一精确孤波解

#（$，+，%）’ # & ($,( )#

! $ & $,# (( )&
!

G 2345 (# %
#
（$,# ( &）! #

（$

( &% $ ,+）$ )" ， （&,）

其中 &，, 满足（$,# ( &）#6 !，"为任意常数 "
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!"!" 耦合 #$%方程组

考虑非线性耦合 !"#方程组［$$，$%］

!" & ’!!!# ( ’$$# &!!### ) *，

$" & +!!$# &!$### ) *， （+,）
其中!为自由参数 -
在行波变换

!（#，"）)"（#），$（#，"）)$（#），# ) # ( %"
（+.）

下，方程组（+,）化作
( %" &!"## & +!"% ( +$

% ) *，

( %$# & +!"$# &!$### ) *- （/*）
对方程组（/*），尝试寻求如下形式的精确解：

" ) %
+!!

0

& ) $
’&(&，

$ ) 1 %
+ 2!" 2!

0

& ) $
)&(&， （/$）

式中 ( ) 345（ ( *#），* ) %"! -将（/$）式代入方程组

（/*），得到耦合的递推关系式

（&% ( $）’& ) (!
&($

+ ) $
’+’&( + 1!

&($

+ ) $
)+)&($，& # %，

&（&% ( $）)& &!
&($

+ ) $
+)+’&($ ) *，& # % - （/%）

由递推关系式（/%），可知 ’$，)$ 均为任意常数，

为确定出 ’&，)& 关于变元 & 的最高次幂%$，%%，将方

程组（/*）中的$###与"$# 平衡，$##分别与"
%，$

% 平

衡，可得%$ ) $，%% ) $；或%$ ) $，%% ) * -
$）当%$ ) $，%% ) $时，设 )%

$ ) ’%
$ 6%，求解递推关

系式可得

’& )（( $）&&$$%&’&
*，)& ) 1 "’ %&’&

*，（/+）
其中 ’* ) ’$ 6$% -
将（/+）式代入（/$）式，并利用递推关系式（$+），

结合行波变换（+.）得到耦合 !"# 方程组（+,）的一
组钟状孤波解

!（#，"）) %
!

7389% $
%

%"!（# ( %"）&( )& ，

,（#，"）) 1 "% %
% 2!" 2

7389% $
%

%"!（# ( %"）&( )& ，
（//）

其中 % 为任意常数，& ) $
% :; 2（$%6’$）2 - <=;在文献

［$%］中利用齐次平衡法也得到了解（//）-
%）当%$ ) $，%% ) *时，设 ’$ ) *，求解递推关系

式（/%）可得
’%&($ ) *，’%& )（( $）&&$%/&’&

*，& # $

)%&($ )（( $）&($ )$ ’&($
* ，)%& ) *，& # $，

（/>）
其中 )$ 为任意常数，’* ) 7?@;（!）)%

$ 6A% -
将（/>）式代入（/$）式，利用（$+）式及行波变换

（+.）得到耦合 !"#方程组的另一组孤波解

!（#，"）) %%
!

7389% %"!（# ( %"）&( )& ，
$（#，"）) 1 % %

2!" 2 7389
%"!（# ( %"）&( )& ，

（/’）

其中 % 为任意常数，& ) $
% :;（A%6 )%

$）- B3C3D=;在文

献［,］中仅获得了解（/’）-
混合指数法的基本思想是将非线性发展方程

（组）的孤波解假设为其线性方程的实指数解的级数

形式，而双曲正切方法或扩展的双曲函数方法［%—A］

则是将方程的孤波解直接假设为 E=;9 和 7389 等的
多项式形式 -因此，凡是能由双曲函数方法获得的
解，理论上均可通过混合指数法得到 -当然，混合指
数方法在非线性发展方程孤波解的求解中也有其不

足之处 -例如，上面的计算实例就表明使用混合指数
方法时计算过程较为繁琐 -究其原因，主要是由于目
前缺少求解复杂递推关系式的有效算法，因而在求

解某些方程（组）时，仅能获得其部分孤波解 -如何进
一步改进这个方法，使之能获得方程更多的孤波解

甚至多孤波解，并使之适应于更广泛的方程类，还有

待于进一步研究 -
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