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首先构造了 )**+代数 !, " 的一个新的子代数，设计了一个等谱问题 -应用屠格式求出了著名的 ./01方程族的

一类扩展可积模型，即可积耦合 -然后将这种求可积耦合的方法一般化，可用于一大类方程族，如 /0族、23族、4/5
族等谱系的可积耦合 -提出的方法具有普遍应用价值 -最后作为 ./01方程族的特例，求得了 /67方程和 8/67方
程的可积耦合 -
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!国家自然科学基金（批准号：!$$#"$!9）资助的课题 -

! : 引 言

在许多科学领域中，导出了耦合方程组，它们是

实际问题的数学模型 -例如 ;<=>*>=?@ 和 A@B@C@< 在
!%&D年提出了如下数学模型：

"# E $"%% F "" & G ’"，

&# E $&%% G "" & F ’"， （!）

其中 ’ 为常数，$ 为扩散系数，系统（!）系统地描述
了一个生化模型［!］；还有著名的浅水波数学模型［"］

"# F!% F ""% E $，

!# F（"! F " F "%%）% E $， （"）

和耦合 /67模型［9］

&# F 9""% F &%%% E $，

"# F &""% G &&&% F "%%% E $， （9）

等等 -可见，有许多的可积耦合数学模型具有一定的
实际背景［’］-我们自然提出这样的一个问题：能否利
用数学工具构造可积耦合方程组？其实可积耦合问

题人们早已有所思 -文献［(］指出，可积耦合在研究
可积系的无中心 7=<HI*<* 对称代数和孤立子时，就
产生了这一概念，它是孤立子理论的一个新的研究

方向，其定义叙述如下：

设

"# E $（"） （’）
为已知的可积系，称系统

"# E $（"），

&# E (（"，&） （(）
为（’）式的可积耦合，如果（(）式仍是可积的，且
(（"，&）显含 " 或 " 对 % 的导数 -
人们已经找到求可积耦合的两种方法［&］：

!）原方程加对称方程；
"）摄动方法 -
以上两种方法具有共同点：都是从原方程（’）入

手，所得到的结果是一个方程的可积耦合 -本文在于
改进这种方法，得到的结果是一个方程族（而不是一

个方程）的可积耦合，其出发点是从等谱问题入手，

构造一个恰当的新的 )**+ 代数 ),，然后再用屠格
式［#］自然地导出 -我们以建立 ./01 方程族的可积
耦合进行例述 -

" : ./01方程族的可积耦合

选取 )**+代数 !, ! 的一组基
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［!（"），#（$）］! "#（" # $），
［!（"），%（$）］! $ " %（" # $），
［ #（"），%（$）］! !（" # $），
%&’!（$）! %&’#（$）! %&’ %（$）! $ ( （)）

设有等谱问题

!& ! ’!，! !（!*，!"）
+，"( ! ,，

’ ! $ !（*）# )#（,）# *%（,）， （-）
则利用屠格式导出著名的 ./01方程族
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我们构造 4556代数 .7 " 的一个子代数，其基为
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［ #*（"），#"（$）］! "#"（" # $），
［ #*（"），#8（$）］! $ "#8（" # $），
［#"（"），#8（$）］! #*（" # $），%&’#/（$）! $ (（9）
可见，（9）式中的换位关系与（)）式一致 (
取等谱问题

!
—

& !!’!
—
，

!’ ! $ #*（*）# )#"（,）# *#8（,）， （*,）
则从（*,）式出发，利用（9）式和屠格式也可导出
./01方程族（3）(

将 4556代数 .7 "（9）的基扩展为
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［ #*，#"］! "#"，［ #*，#8］! $ "#8，
［ #"，#8］! #*，［ #*，#:］! #:，［ #*，#;］! $ #;，

［ #"，#:］! ,，［ #"，#;］! #:，［ #8，#:］! #;，

［ #8，#;］! ,，［ #:，#;］! ,，#/（$）! #/（,）"$，

［ #/（"），#0（$）］!［ #/（,），#0（,）］""# $，

%&’#/（,）! $，/ ! *，"，8，:，; ( （**）

这组基具有这样的特点：若记 17 * ! <6=>｛#*（$），

#"（$），#8（$）｝，17 " ! <6=> #:（$），#;（${ }），这里 <6=>

表示张成，则 17 * 同构于 .7 *，且［17 *，1
7

"］"17 " (
取等谱问题

$& !［’，$］，

’ ! $ #*（*）# +* #"（,）# +" #8（,）

# +8 #:（,）# +: #;（,）， （*"）

设

2 !#
?

" ! ,
（3"#*（$ "）# 4"#"（$ "）# 5"#8（$ "）

# 6"#:（$ "）# %"#;（$ "））， （*8）

解辅助方程

2& !［’，2］， （*:）

得递推关系

4"#* ! $ *
" 4"& $ +* 3"，5"#* ! *

" 5"& $ +" 3"，

3"& ! +* 5" $ +" 4"，

6"#* ! $ 6"& # +* %" $ +8 3" $ +: 4"，

%"#* ! %"& $ +" 6" # +8 5" $ +: 3"，

3, ! $# ! @5><A=>A$ ,，

4, ! 5, ! 6, ! %, ! , ( （*;）

记

2（$）
# !#

$

" !,
（3"#*（$ $ "）# 4"#"（$ $ "）

# 5"#8（$ $ "）# 6"#:（$ $ "）# %"#;（$ $ "）），

2（$）
$ !"$2 $ 2（$）

# ，

则

$ 2（$）
# & # ’，2（$）[ ]# ! 2（$）

$ & $ ’，2（$）[ ]$ (（*)）

（*)）式左端所含基元阶数（%&’）%,，右端阶数&, (
记 2（$）! 2（$）

# ，则上式可写为

$ 2（$）
& #［’，2（$）］! "4$#* #"（,）$ "5$#* #8（,）

# 6$#* #:（,）$ %$#* #;（,）(
于是由零曲率方程

’( $ 2（$）
& #［’，2（$）］! ,， （*-）

得到系统
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由（"+）式易见
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所以（"*）式的最后形式为

!" ! ()$
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因为可积耦合定义中，并未说（%），（+）式是 -./可积
还是 -01230445可积，所以只要是可积就行 )到此由 (
和 ) 的构造与（*）式比较可知，（#(）式为 6789族的
可积耦合 )事实上，利用文献［:］的方法和迹恒等
式［*］，可证（#(）式也是 -01230445可积的 )

$ ; 求可积耦合的一般模式及方程族
（#(）的特例

由上述关于 6789族可积耦合的推证过程，可

将 411<代数 *= # 抽象为更一般的 411<代数 += )设 +
是以｛,"，,#，,$，,%，,+｝为基的线性空间，规定其换

位关系与（""）式相同 )记 - ! !
+

. ! "
-.,.，# ! !

+

. ! "
#.,.，%

!!
+

. ! "
%.,.，其中 -.，#.，%. 为任意常数或函数，则有

［-，［#，%］］’［#，［ %，-］］’［ %，［-，#］］! (，
（#"）

即 >.?1@0恒等式成立，所以 + 是一个 -05 代数；以
,.（$）! ,."$，［ ,.（/），,0（$）］!［ ,.，,0］"$，A5B,.（ $）

! $ 为基，构成 411< 代数 += )设其两个子代数为

+= "，+
=

#，其分别为｛,"（ $），,#（ $），,$（ $）｝，｛,%（ $），

,+（$）｝，则可见 += " +
=

# 满足关系

+= " 同构于 *= "，［+= "，+
=

#］" += # ) （##）

取线性问题的形式为

#1 !［2，#］，"" ! (，

#" !［3，#］， （#$）

其中#!!
+

. ! "#.，,.，#. 为任意函数，

2 ! 2（!，"）# +=，3 ! 3（!，"）# +=，
! !（!"，!#，⋯，!4）

C

为函数向量，"为谱参数 )（#$）式的相容条件为

#1" !［2"，#］’［2，#"］!［2"，#］’［2，［3，#］］

!#1" !［31，#］’［3，#1］!［31，#］’［3，［2，#］］，
［2"，#］’［2，［3，#］］&［31，#］&［3，［2，#］］! ()

（#%）
由 >.?1@0恒等式（#"）知，（#%）式化为
［2，#］&［31，#］’［［2，3］，#］! (，（#+）

由#的任意性，由（#+）式得到零曲率方程
2" & 31 ’［2，3］! (， （#D）

给定 2 和 3 的具体形式，按照第 # 部分的推证思
路，就能求得某些方程族的可积耦合，例如 78族、
E>族、F7G族等谱系的可积耦合，因此本文提出的
方法具有普遍应用性 )
作为可积耦合（#(）式的特例，取 $ ! $得
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& ##% ! !% !"111 & $!
# !" !# !"1，

#%% !!% !#111 & !# !#
# !"1 &!!" !# !#1

& !# !" !# !#1 & !#
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! !" #!"$### %!（"& ""#）# ! $!
" "& "’ "’#

! $!
’ "& "’ "$# ! $!

" "$ "’ "&#

% $!
" "&##"" !!"& ""## % !’ "&#""#，

$" #!""### %!（"’ "$#）# % !’（"’#"$）#

! !’（"’ "" "&）# !!（"’ "$## % "& "’ ""#）

% !"（"$ "’## ! "& "" "’# % "’ "" "&#）( （’)）

取 "& # "，"’ # &，!# "，则（’)）式化为 *+,方程的

可积耦合

"% # "### ! -""#，

"$ % # ""$### ! -""$# ! $"#"$

% $"" "## % -"#""#，

"" % # """### ! "" "# ! ’"""# ( （’.）
取 "& # "’ # "，"$ # "" # &，!# "，（’)）式化为/*+,
方程的可积耦合

"% # "### ! -"’ "#，

&% # "&### % -（"# % "’）&#

%（$"## ! -""#）& ( （’0）
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