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研究了加性噪声和乘性噪声之间的耦合为色噪声时非线性系统的动力学行为 (对于不同的噪声关联时间!，

求出了系统的有效本征值")**和强度相关时间 !+ (结果表明，当噪声之间的耦合!大于零时，关联时间"的增大可

抑制系统在阈值附近的涨落；而当噪声之间的耦合!小于零时，关联时间"的增大则加强系统在阈值附近的涨落 (
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" . 引 言

近年来，在随机过程的研究中，人们发现，由于

两种噪声之间的耦合对热传导、两维流体力学、液晶

结构的形成、多维立方晶格、以及有缺陷的液氦超流

湍流中的叉形分叉等物理过程都有很大的影响，所

以非线性系统的动力学行为中噪声之间的耦合作用

引起了人们的广泛关注［"—"%］( 人们对不同系统中噪

声之间的耦合进行了分析，比如，激光系统中的定态

分析［!—&］，双稳系统的平均首通时间［,，’］，非平衡系

统的相变类比［"$—"!］，以及随机共振［"/—"%］等等 ( 在这

些工作中，人们研究的重点是系统的定态行为，而对

系统的动态行为，即系统随时间的演化考虑甚少 (一
般说来，只有分析系统随时间的演化，才能更全面地

反映噪声之间的耦合对系统动力学行为的影响 (
本文对加性噪声和乘性噪声之间存在耦合的非

线性系统的瞬态行为进行了研究，重点分析了系统

概率分布的瞬态含时解，深入讨论了耦合噪声的关

联时间不为零时，噪声的有色性对系统的影响 (由一

维朗之万方程出发导出定态概率分布函数的解析表

达式，通过含时的瞬态福克0 普朗克方程，导出等效

薛定谔方程，计算了系统的有效本征值和强度相关

时间随不同的噪声关联时间的变化 (结果表明，噪声

之间耦合强度的正负和噪声关联时间对系统的涨落

有很大的影响 (

! . 运动方程

加性噪声和乘性噪声之间存在耦合的一维非线

性系统可用朗之万方程表示为［"—/］
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式中，所有参量均为实数，$$ 为系统的分叉参量，加

性噪声 ’（ #）和乘性噪声 &（ #）之间存在耦合 ( 噪声

的统计性质可由它们的一阶矩和二阶矩分别表示为

〈’（ #）〉2〈&（ #）〉2 $，

〈’（ #）’（ #5）〉2 !%#（ # 3 #5）， （!）

〈&（ #）&（ #5）〉2 !%5#（ # 3 #5），

〈’（ #）&（ #5）〉2〈&（ #）’（ #5）〉
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式中，% 和 %5 分别是加性噪声和乘性噪声强度，!
为噪声之间的关联时间，参量"表示加性和乘性噪

声之间的耦合程度 ("2 $ 时，噪声之间不存在耦合，

即两种噪声之间是相互独立的 (
应用统一色噪声近似，可导出同方程（"）—（/）

所对应的概率分布函数 (（ "，#）所满足的福克 3 普

朗克方程［%—,，"%，"&］
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当 $",，!#（!，$）
!$

$ %* 因而，从方程（#）可得

到定态概率分布函数 # -（!）［).］：
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这里，( 为定态概率分布函数# -（!）的归一化常数 *
定态概率分布函数 # -（!）随不同的噪声耦合强

度!和噪声关联时间"变化的情形如图 ) 所示 *当
噪声关联时间"$ %:+ 时，# -（ !）随不同的噪声耦合

强度!变化的情形画在图 )（2）中 * 从图 )（2）可见，

当噪声之间不存在耦合，即!$ % 时，定态概率分布

# -（!）呈对称的双峰分布，两个峰的位置出现在 !

$ ; ’ 处，峰的高度相等 * 这表明，系统出现在 !$
; ’ 处的概率相等，都远高于系统出现在其他位置

处的概率 *当噪声之间的耦合! $ %:+ 时，两个峰的

位置出现在 !$ ; " 处，第一个峰的高度约是第二

个峰的 ):+ 倍 *虽然系统出现在 !$ ! " 处的概率远

高于其他位置处的概率，但系统出现在 !$ & " 处

的概率要高于出现在 !$ ! " 处的概率 * 当噪声之

间的耦合!$ & %:+ 时，# -（ !）中两个峰的位置基本

不变，但是第一个峰高度较低，第二个峰较高，恰好

同!$ %:+ 时相反 *从图 )（2）还可以看出，当 <!< = %
时，# -（!）的两个峰的位置向 ! 轴的原点附近靠近，

两个峰之间低谷的高度随 <! < 的增加而增加 *显然，

噪声之间的耦合能改变系统定态概率分布 #-（!）的

对称性，使系统的定态分布 #-（ !）中双峰的高度产

生差异 *

图 ) 定态概率密度分布函数 #-（ !）随参量 ! 变化的曲线

（’ $ "，’( $ %:+，&% $ + *（2）"$ %:+；（>）!$ %:+）

当噪声耦合强度!$ %:+ 时，定态分布 #-（!）随

不同噪声关联时间"变化的情形画在图 )（>）中 *从
图 )（>）可见，# -（!）仍然是双峰分布，而且双峰的位

置都出现在 !$ ; " 处 * 在" $ % 的白噪声情形中，

双峰的不对称性十分显著，第一个峰的高度约是第

二个的 )+ 倍 *这表明，系统出现在 !$ & " 处的概率

要远高于出现在 !$ ! " 处的概率 * 随着噪声关联

时间"的增加，两个峰的高度比大约从 )+ 倍（"$ %）

减小到 ):+ 倍（"$ %:+），直到几乎相等（"$ +:%）*由
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此可见，耦合噪声的有色性能增强系统定态分布

! !（"）的对称性，但对定态分布中出现峰值的位置

影响不大 "

#$ 有效本征值!%&&和强度相关时间 #’

如果要全面地了解噪声之间的耦合和噪声的有

色性对系统的影响，就要对福克 ( 普朗克方程的瞬

态含时解进行研究 "方程（)）的一般含时解可写成如

下形式［)］：

!（"，$）* !
% * +

% * ,
&% !’（"" ）"%（"）%-.［(!%$］，（/）

式中 &% 为系数，"%（"）为本征函数，!% 为本征值 "本
征函数和本征值满足如下形式的薛定谔方程：
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这里，+（"）和 ,（"）的表达式如方程（6）所示 "
这样，系统的有效本征值!%&& 和强度相关时间

#’ 就可以通过下式计算：

!%&& * !
+

% * 3
-%!% 7!

+

% * 3
-% ，

#’ * !
+
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（ -% 7!%）7!

+

% * 3
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其中 -% *#
+

,
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1

" 在实际的激光

系统中，有效本征值!%&& 和强度相关时间 #’ 可用来

描述时间延迟为#的激光强度的相关函数和激光系

统的涨落，而且!%&& 和 #’ 是在实验上可测量的两个

物理量，所以，对!%&& 和 #’ 研究就有一定的应用

背景 "
要得到有效本征值!%&& 和强度相关时间 #’，首

先要算出薛定谔方程中的本征值!% 和本征函数

"% ，然后再用方程（5）和（33）计算 " 当噪声关联时间

#取不同数值时，有效本征值!%&& 和强度相关时间

#’ 作为分叉参量 ), 的函数画在图 1 中 "
当噪声耦合强度! * ,$6 时，有效本征值!%&& 和

强度相关时间 #’ 如图 1（8）和（9）所示 " 图 1（8）表

明，当 ), : ( #6 时，有效本征值!%&&的数值随噪声关

联时间#的增加而增加；当 ), ; ( #6 时，!%&&的数值

随#的增加而减小，在 ),$ ( 3, 处，也就是在略低

于系统的阈值处达到极小值 " 而且，有效本征值!%&&

低谷的数值随#的增加而降低 " 从图 1（9）可知，当

), : ( #6 时，强度相关时间 #’ 的数值随噪声关联

时间#的增加而减小；在 ), ; ( #6 时，#’ 随#的增

加而增加，在 ),$, 附近，也就是在系统的阈值附近

达到极大值，#’ 的峰值随噪声关联时间#的增加而

增加 "在 ), ; 1, 的情况下，#’ 的数值几乎不随#的

改变而改变，也就是说，当 ), 的数值很大时，#’ 接

近饱和状态 "从图 1（8）和（9）可见，当分叉参量 ), :
( #6 时，!%&&的数值随#的增加而增大，#’ 的数值随

#的增加而减小，这表明，系统的涨落随噪声关联时

间#的增大而增强 "当 ), ; ( #6 时，!%&&随#的增加

而减小，#’ 随#的增加而增加，这表明，系统的涨落

随#的增大而受到抑制，在 ( 3, : ), : , 范围内，系

统的涨落受到的抑制最强 "
当!* ( ,$6 时，有效本征值!%&& 和强度相关时

间 #’ 随噪声关联时间#的变化曲线如图 1（<）和

（4）所示 "由图可见，!%&& 和 #’ 的变化情况基本上与

图 1（8）和（9）相反，但曲线变化的幅度大大增加 "从
图 1（<）和（4）可见，当分叉参量 ), : ( 16 时，!%&& 的

数值随#的增加而减小，#’ 的数值随#的增加而增

大，这表明，系统的涨落随噪声关联时间#的增大

而受到抑制 " 当 ), ; ( 16 时，!%&& 随#的增加而增

大，#’ 随#的增加而减小，这表明，系统的涨落随#
的增大而增强 "在 ( 3, : ), : , 范围内，系统的涨落

增强最大 "
由图 1 可见，随着噪声关联时间#的增加，有效

本征值!%&&和强度相关时间 #’ 的曲线随分叉参量

), 的变化变得更陡，而且噪声耦合强度! : , 时曲

线变化的幅度要大于!; , 时的曲线 "显然，耦合噪

声的有色性对系统的涨落有着很大的影响 "

) $ 结 论

本文从理论上分析了加性噪声和乘性噪声之间

的耦合是色噪声时的一维非线性系统的动力学行

为，导出了定态概率分布函数 ! !（"），分析了噪声之

间的关联时间#从 , 增加到 6$, 时，有效本征值!%&&
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图 ! 当噪声关联时间!取不同值时，有效本征值""##和强度相关时间 !$ 随参量 "% 的变化

（所有参量是无量纲量，# & !，#’ & (% )⋯⋯为!& %；* * * 为!& %+,；———为!& ,+% )（-），（.）"& %+,；（/），（0）"& * %+,）

和强度相关时间 !$ 的变化情形，讨论了耦合噪声

的有色性对""## 和 !$ 的影响 ) 结果表明，噪声耦合

强度 1"1的增加能增强定态概率分布 $ 2（ %）的非对

称性，使得出现在 $ 2（ %）中的双峰的高度产生明显

的差异 )噪声关联时间!的增加则增强定态概率分

布 $ 2（%）的对称性 )当噪声之间是正耦合时，"3 %，!
的增加抑制了系统的涨落 )当噪声之间是负耦合时，

"4 %，!的增加增强了系统的涨落 )噪声耦合的有色

性对系统涨落的影响不仅同噪声之间耦合强度的正

负有关，而且同分叉参量的大小有关 )如果要抑制或

者利用系统中的噪声，就要综合考虑这些因素的影

响 )在应用非线性系统中的混沌和利用混沌同步进

行通讯时［(5—!6］，就应该考虑噪声和噪声的有色性对

系统的影响 )本文的这些结果可以为消除或者利用

非线性系统中的色噪声提供理论依据 )
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8#$ IK(H8(*87+% 7% 8#$ 5T58$Z1

*+,-./01：H+(RK7%A 584$%A8#，%+75$ H+44$K*87+% 87Z$，$II$H873$ $7A$%3*K($，7%8$%578T H+44$K*87+% 87Z$
2344：:>?:

!L4+^$H8 5(RR+48$, MT 8#$ W*87+%*K W*8(4*K GH7$%H$ ’+(%,*87+% +I "#7%*（C4*%8 W+1/09!?:?=）1

/90> 期 罗晓琴等：非线性系统中的关联色噪声


