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利用 )*++,-* 变换求解同谐谐振子的定态薛定谔方程，求得了能谱及态函数 .
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!北方交通大学基金资助的课题 .

! 1 引 言

文献［!］利用赝角动量方法研究了同调谐振子

方程

!
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束缚态的严格解，给出能谱对同调参量 " 的依

赖关系 .能级结构如图 ! 所示 .

图 ! " 与 # 的关系

文献［$］采用因式分解方法由移动算符得到了

广义产生算符和广义湮没算符，求得了方程（!）的能

谱和态函数，并讨论了能谱保持不变情况下寻找新

的势函数的问题；给出同调谐振子的严格解 . 文献

［&］很早就研究过这个问题，文献［#］进一步研究了

这个问题，得到的结果与文献［$］不同 . 而文献［/—

’］则采用文献［$］的结果讨论广义相干态、广义压缩

态、反聚束效应和有关的量子统计等非经典光场的

一些特性 .上述文献对本征值的确切性有不同的意

见 .文 献［!］澄 清 了 上 述 的 不 同 意 见，指 出 ""
2 !6#，从而支持了文献［&］.

鉴于本问题的重要性，本文采用另一种方法

———)*++,-* 变换的方法求解同调谐振子，得到与文

献［!］完全相同的结果，从而支持了文献［!］的意见 .

$ 1)*++,-* 变换

设方程（!）的解为

!（!）5"（!）72 !$ 6$ . （$）

把!8 5（"8 2 !"）72 !$ 6$ 和!9 5（"9 2 $!"8 2" 4

!$
"）72 !$ 6$代入方程（!）可得

"9 2 $!"8 4（$# 2 ! 2 " 6 !$）" 5 ". （&）

按照文献［!"］所建议的简化解法，进行 )*++,-* 变

换，即设

$ 5 2"8 6"， （#）

于是方程（&）化为

3$
3! 2 $$ 2 $!$ 2 $# 4 ! 4 "

!$ 5 " . （/）

这样，就把求解方程（!）的问题归于求解方程（/）.由
此，利用以上各式即得本征值谱和本征函数集 .

& 1 头两个本征值和本征函数

我们用选择适当的试探态函数的办法求解方程

（/）.首先，选择试探函数

$" 5 %! 2 &! 2!， （0）

其中 % 和 & 为待定常数，将（0）式代入方程（/）得
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（! ! "!" ! "" # "# ! $）

#（!" ! "!）$" !（" # "" ! %）$" % & ’
作为对于任意 $ 都成立的恒等式必有 $ 各次方的系

数均为零，即得方程组

!" ! "! % &，

" # "" ! % % &，

! ! "!" ! "" # "# ! $ % &’
解这个方程组得到
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由于我们要求 #"&，因此（*）式的第二个结果必须

舍去；就是说，不考虑 ! % # " 情况 ’最后得
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注意本式后面给出的 % 的有效范围 ’
通过方程组（*）还可以得到

! % &，" % #& # $
" % $

" ( % !! $
) ’ （-）

考虑到（"），（)），（.）各式可得基态本征函数为

!&（$）% && $" /# $" 0"， （$&）

其中 && 为归一化常数，" 由（-）式给出 ’
事实上，（,）式给出的两个值中，最低的那个

#&$ % $ # % !! $
) （$$）

才是 基 态 能 级；由 于 " 有 两 个 值，当 " % $
" #

% !! $
) 时，（$&）式才是基态本征函数的表达式 ’

) 1 其他本征值

为求其他本征值和相应的本征函数，可设

’ % ’& # $
(

2(
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其中 ’& 由（.）式给出，而函数 ( 待求 ’把（$"）式代入

方程（3），得
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其中

" % $
(

2" (
2$" # "（’& ! $）

2(
2[ ]$ ， （$+）

取" % )，) 为待定常数，即
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则得
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将（.）式代入方程（$)）即得
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$ !( )$ 2(
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不难看出此方程的一个解为

($ % )& ! $"， （$*）

其中 )& 待定 ’把（$*）式代入（$.）式可得恒等式

（" ! )" # ))&）#［)（! ! $）! )］$" % &，（$,）

立即可得

) % # )（! ! $）， （$-）

可以求出 )& % "（$ ! ""）0 ) ’根据（$*）式可以给出相

应的本征函数!$（ $），从略 ’ 为求能级，可把（$-）式

代入（$3）式即得
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由于我们要求 #"&，因此（$3）式的第二个结果

必须舍去；就是说，舍去方程（$）的 ! % # " 情况 ’最
后得

#$ %
+ ! % ! $
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仿此，不难看出，方程（$)）的另一个解为

(" % )$ ! )& $" ! $)， （""）

)$ 和 )& 为待定系数 ’把（""）式代入方程（$.）可确定

) % # ,（! ! $）% # ,， （"+）

)$ 和 )& 也可以求出，从略 ’我们已经取 ! % & 而舍去

了 ! % # "’把（"+）式代入（$3）式的 ! % & 部分即得
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由以上可知，类推到一般情况可设 # 为 $ 的偶

次方构成的 !% 次多项式

#% " &% $ &%’% $! $ ⋯ $ &) $!%’! $ $!% ，（!#）

其中 &)，&!，⋯，&% 为待定系数 ( 把（!#）式代入方程

（%&）可确定 & 值及相应的诸系数，

& " ’ &%（’ $ %）" ’ &% ( （!*）

我们已经取 ’ " ) 而舍去了 ’ " ’ !(把（!#）式代入

（%#）式的 ’ " ) 部分，即得
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相应的本征函数!%（ $）可由所求出的多项式 # 及

()（$）给出，从略 (

（!+）式如图 % 所示，与文献［%］完全相同，不再
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