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针对文献［!’］提出的求解非线性波动方程孤波解的双曲函数方法和文献［!(］的分析和改进，给出一个注记 )
并进一步讨论了它的应用 )表明这种方法确实是一种简单而实用的方法 )
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非线性现象的研究是各个自然科学领域，也包

括社会科学领域所十分关心的问题 )物理、化学、生

物、工程技术，甚至社会的经济问题等都存在着大量

的、重要的非线性问题，这些问题的研究最终可用非

线性波动方程这个数学模型来描述 )因此如何求解

非线性波动方程及其相应的求解方法的研究，引起

人们的极大兴趣 )反散射法［!］是一种比较系统的方

法，但由于该方法只适用于可积系统，而实际的物理

问题往往是不可积的，故限制了其应用 ) +,-./0 方

法［"］，虽然能解决一大类非线性演化方程，但仍有时

求不出 严 格 的 孤 波 解 ) 除 此 之 外，人 们 还 建 立 起

12345678 变换法［"］、+.9:;<.5= 变换法［"］、>0-?.6@ 变

换法［"］、A,6-0 变换法［#］、齐次平衡法［%—&］、双曲正切

函数 展 开 法［’，(］、试 探 函 数 法［!$，!!］、非 线 性 变 换

法［!"］、B,7=;3.B,7= 方法［!#，!%］、直接约化方法［!C］、D03.?,
椭圆函数展开法［!E］、截断展开方法［!&］等被有效地运

用于具体的非线性波动方程中 )最近，FG07H 等［!’］基

于双曲正切函数方法，提出了一种求解非线性波动

方程孤波解的双曲函数方法，它可以获得非线性波

动方程一类新的孤波解 )其基本步骤是：

!）假定非线性波动方程（以两个独立变量 !，"
为例）

#（!，"，$，$! ，$!! ，⋯）I $， （!）

具有行波解

$（!，"）I!（"），" I %! J &" K ’， （"）

以致可将方程（!）转化为关于!的非线性常微分

方程 )
"）通过引入两个基本孤波函数

(（"）I !
3.BG" K )，*（"）I B,7G"

3.BG" K )，（#）

其中 ) 为任意待定常数（文献［!’］限定为非负的待

定常数，其实不需要这个限定），并且满足耦合的

L,330/, 方程

(M（"）I J (（"）*（"），

*M（"）I ! J *"（"）J )(（"）， （%）

及

*"（"）I ! J " )(（"）K（ )" J !）( "（"）) （C）

#）进一步假定非线性 N>O 的解!是一个关于 (
和 * 的 + 阶多项式，即

! I "
+

, I $
-, ( , K"

+

. I !
/. ( .J! *， （E）

其中系数 -,（ , I $，!，⋯，+）和 /.（ . I !，"，⋯，+）为

待定常数（文献［!’］限定 -"
+ K /"

+#$，其实也不需

要这个限定），而孤立波解!的阶数 + 是由平衡非

线性常微分方程的最高阶微分项和非线性项的阶数

确定 )
%）把（"）和（E）式代入（!）式可构造出关于 ( 和 *

的多项式，然后令同次幂项系数为零，可得到一组以

上待定常数所满足的非线性代数方程组 )
C）借助于 A0/G=P0/,30 或 P095= 计算机代数系

统，最终可求得非线性波动方程的孤波解 )
基于以上方法，文献［!’］研究了 16-H=-B 方程，
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!"# 方程，$%&’’()*+’&+,( 方程，-./0 方程的孤波解，

并获得了一些新的结果 1从文献［23］可知孤波解!
的阶数!，除了 !"# 方程是 4 外，其他几个方程都是

2 1正由于文献［23］没有给出 !"# 方程 ! 5 2 时的孤

波解，导致文献［26］对双曲函数方法进行分析并提

出了改进 1他们认为：通过平衡非线性常微分方程的

最高阶微分项和非线性项的阶数所确定的孤波解!
的阶数 !，是双曲函数法中孤波解的最高阶数，而在

实际计算中，应该计及比它小的情形 1为此，他们给

出了 !"# 方程 ! 5 2 时的孤波解，并进一步讨论了

!"#)789:(9; 方程的孤波解 1
文献［26］对孤波解的扩充无疑是正确的，但他

们对双曲函数方法的分析和改进是值得商榷的 1实
际上通过平衡非线性 <=> 方程的最高阶微分项和

非线性项的阶数所确定的孤波解!的阶数 !，已经

穷尽了 ! 以下的各种情况，并不需要分别不同的 !
进行讨论对应的代数方程组，仅仅是高一阶的系数

为零的特殊情况 1下面我们给出分析 1如 !"# 方程，

文献［23］已得到 ! 5 4 时相应的非线性代数方程

组为

"4 # ? "2 #$ ? %&2 "2 ? %&@ "4 0 %&@ "2 $

0 %A ’"2 $ ? %A ’"4 5 @， （B&）

"2 #（ $4 ? 2）? A"4 #$ ? %&@ "2（ $4 ? 2）? 4%&4 "2

? 4%&2 "4 0 A%&2 "2 $ 0 A%&@ "4 $ 0 C%A ’"2

0 2D%A ’"4 $ ? B%A ’"2 $4 5 @， （BE）

4"4 #（ $4 ? 2）? 4%&2 "2（ $4 ? 2）? 4%&@ "4（ $4 ? 2）

? A%&4 "4 0 D%&4 "2 $ 0 D%&2 "4 $ 0 4@%A ’"4

? D@%A ’"4 $4 0 24%A ’"2 $（ $4 ? 2）5 @， （BF）

B%&4 "4 $ ? A%&4 "2（ $4 ? 2）? A%&2 "4（ $4 ? 2）

0 G@%A ’"4 $（ $4 ? 2）? G%A ’"2（ $4 ? 2）4 5 @，（B"）

C%&4 "4（ $4 ? 2）0 4C%A ’"4（ $4 ? 2）4 5 @， （B(）

&2 # ? %&@ &2 ? %"2 "4 0 %"4
2 $ ? %A ’&2 5 @， （B’）

4&4 # ? %&4
2 ? 4%&@ &4 ? %"4

4 ? %"4
2（ $4 ? 2）

0 C%"2 "4 $ ? 3%A ’&4 0 G%A ’&2 $ 5 @， （B:）

A%&2 &4 0 A%"2 "4（ $4 ? 2）? A%"4
4 $

0 G%A ’&2（ $4 ? 2）? A@%A ’&4 $ 5 @， （B%）

4%&4
4 0 4%"4

4（ $4 ? 2）0 4C%A ’&4（ $4 ? 2）5 @1（BH）

通过 I&,%(J&,HF& 软件，我们可求得 !"# 方程

的 C 组解分别为

(2 5 # ? C%4 ’
% 0 24%4 ’;(F%4（%) ? #* 0 +），（3）

(4 5 # ? %A ’
% 0 G%4 ’$ 2

FK;%（%) ? #* 0 +）0 $

? G%4 ’（ $4 ? 2）L G%4 ’ $4 ?! 2;H+%（%) ? #* 0 +）
［FK;%（%) ? #* 0 +）0 $］4 ，

（6）

(A 5 # ? %A ’
% 0 G%4 ’ 2

FK;%（%) ? #* 0 +）0 2，

（2@）

(C 5 # ? %A ’
% ? G%4 ’ 2

FK;%（%) ? #* 0 +）? 2 1

（22）

从中可见，本文的 (2 解即为文献［23］的一个解；本

文的 (4 解也是文献［23］的另一个解中的 &@ 改为

# ? %A ’
% 后的结果（这可能是文献［23］的计算笔误）1

由于文献［23］受到 &4
! 0 "4

!"@ 的约束，所以丢掉了

本文中的 (A，(C 解 1 而文献［26］正好考虑到这一问

题，提出要计及 ! 5 2，从而得出另一代数方程组，

由此得 到 在 $ 5 2 时 的 一 个 解，即 本 文 的 (A 解

（2@），但没有给出 (C 这个解，即也可取 $ 5 ? 21
又如 !"#)789:(9; 方程，文献［26］分别以 ! 5 2

和 ! 5 4 讨论它的孤波解，其实没有这个必要 1因为

由 ! 5 4 时的非线性代数方程为

? %4 &2" ? %&2 "2 ? #（ $"2 ? "4）0 %A（ $"2 ? "4）#
0 %&@（ $"2 ? "4）5 @， （24&）

#&2 ? %A &2# ? %&@ &2 0 %4（ $"2 ? "4）"
0 %"2（ $"2 ? "4）5 @， （24E）

? C%（ $4 ? 2）（? G%4# 0 G%4 $4# 0 &4）"4 5 @，（24F）

A%4 $&2" ? C%4 &4" ? #"2 0 #$4 "2 0 C%A "2#
? B%A $4 "2# 0 %&@ "2 ? %$4 &@ "2 0 A%$&2 "2 ? 4%&4 "2

? A#$"4 0 2D%A $"4# 0 A%$&@ "4 ? 4%&2 "4 5 @，（24"）

4%4 &2" ? 4%4 $4 &2" 0 2@%4 $&4" ? 24%A $"2#
0 24%A $A "2# 0 4%&2 "2 ? 4%$4 &2 "2 0 D%$&4 "2 ? 4#"4

0 4#$4 "4 0 4@%A "4# ? D@%A $4 "4# 0 4%&@ "4

? 4%$4 &@ "4 0 D%$&2 "4 ? A%&4 "4 5 @， （24(）

G%4 &4" ? G%4 $4 &4" ? G%A "2# 0 24%A $4 "2#
? G%A $C "2# 0 A%&4 "2 ? A%$4 &4 "2 ? G@%A $"4#
0 G@%A $A "4# ? A%（ $4 ? 2）&2 "4 0 B%$&4 "4 5 @，

（24’）
G%A $&2# ? %&4

2 0 4#&4 ? 3%A &4# ? 4%&@ &4

0 4%4 "2" ? 4%4 $4 "2" 0 %"4
2 ? %$4 "4

2

0 G%4 $"4" 0 C%$"2 "4 ? %"4
4 5 @， （24:）
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!!" "#! $ !!" #% "#! & "’!" #"%! $ "!"# "%

& !!% $%" $ !!% #% $%" & "!$# $% $ "!#% $# $%

& "!#$%
% ( ’， （#%)）

%*!" "%! $ %*!" #% "%! $ %!"%
% & %!$%

% $ %!#% $%
% ( ’ +
（#%,）

这已包含了 % ( # 的相应结果 + 类似文献［#-］，若令

$% ( ’，利 用 ./0)12/0,3/ 软 件 可 同 时 求 得 下 列 "
组解 +

&# ( ’
! & !!%!

#
345)（!( $ ’) & *）& #

$ !
6 !"

5,7)（!( $ ’) & *）
345)（!( $ ’) & *）& #， （#"）

&% ( ’
! $ !!%!

#
345)（!( $ ’) & *）$ #

$ !
6 !"

5,7)（!( $ ’) & *）
345)（!( $ ’) & *）$ #， （#*）

其中 ! ( 8"6!
，’，* 为常数 +

&" ( #
%6

%6’
! $ #’’!%! &"

%( )!
& #%!%!513)%（!( $ ’) & *）

$ #%
6 !"0/7)（!( $ ’) & *）， （#6）

其中 ! ( 8 "#’!
，’，* 为任意常数 +（#"）式就是文献

［#-］当 % ( # 求得的解，（#*）式是我们新得到的一

个解；而（#6）式就是文献［#-］当 % ( % 时给出的解 +
为了更清楚地了解双曲函数方法，我们再以广

义 9:; 方程［%’］

&) &#&&) & &&( & &((( ( ’ （#!）

为例进行讨论 + 根据平衡关系可知 % ( %，从而可

得到如下的方程组

*"% $% !（# $ #%）$ %*$% !"（# $ #%）%

$ *"% $% ’#（# $ #%）( ’， （#</）

$% ’ $ "# $# ! $ "’ $% ! $ $% !" $ $# ’# & "’ $# !#

& $# !" # & "# $# ’# & "’ $% ’# $ "’ $# ’## ( ’，

（#<=）

"# ’ $ "’ "# ! $ $# $% ! $ "# !" & $%
# !#

& ’#（"’ "# & $# $% $ $%
# #）( ’， （#<3）

$ $# ’ & $# !（"’ $ %"%）& %!（%$# !% $ "# $%）

& " #（"# $# ! $ $% ’ & "’ $% !）& #6$% !" #

& $# #%（ ’ $ "’ ! $ <!"）& ’#（%"% $# $ "’ $#

& %"# $% $ ""# $# # $ ""’ $% # & "’ $# #%）( ’，

（#<:）

%"% ’ $ !（"%
# & $%

% $ $%
#）$ %"% !（"’ & *!%）

& !#（*$# $% & !"# !% $ $%
# #）& ’#（"%

# & %"’ "%

$ $%
# & $%

% $ *$# $% # & $%
# #%）( ’， （<1）

%（"# $# ! $ $% ’）& $% !（%"’ $ ""% & %’!%）

& !#（6"% $# & 6"# $% $ #%$# !%）& #%（%$% ’

$ %"# $# ! $ %"’ $% ! $ 6’$% !" & #%$# !" #）

& ’#（""% $% $ %"# $# $ %"’ $% $ 6"% $# #

$ 6"# $% # & %"# $# #% & %"’ $% #%）( ’， （#<>）

"!（$# $% $ "# "%）& "!（%"# !% & $%
% # & #’"% !% #

$ $# $% #% $ %"# !% #%）& "’#（"# "% $ $# $%

$ $%
% # & $# $% #%）( ’， （#<?）

"!（"% $# & "# $% $ %$# !%）& !#（<"% $% $ !’$% !%

$ ""% $# # $ ""# $% # & #%$# !% #）& !!" #"（#’$% $ $# #）

$ ’#（""% $# & ""# $% & <"% $% #）

& "’##%（"% $# & "# $%）( ’， （#<)）

%!（$%
% $ "%

%）& %!（#%"% !% $ $%
% #%

$ #%"% !% #%）& %’#（"%
% $ $%

% & $%
% #%）( ’+ （#<,）

利用 ./0)12/0,3/ 求得下列 " 组解，它们分别是

&# ( $ ’ & !"

’# $ ! 8 !!"

! $ ’#

@ #
345)（!( $ ’) & *）8 #， ! ! ’#，（#A）

&% ( $ ’ & *!"

’# $ ! & #%!"

! $ ’#
@ 513)%（!( $ ’) & *）， ! ! ’#， （#-）

&" ( !" $ ’
’# $ ! & !!" #

! $ ’#
#

345)（!( $ ’) & *）& #

$ !!"（ #% $ #）
! $ ’#

#
［345)（!( $ ’) & *）& #］%

8 !!" #% $" #
! $ ’#

5,7)（!( $ ’) & *）
［345)（!( $ ’) & *）& #］% ，

! ! ’#+ （%’）

这也已包含 % ( # 时的结果，即解（#A）+
综上所述，双曲函数方法已经包含文献［#-］的

结果，不需要分别不同阶数进行讨论 + 由此也说

明，双曲函数法的确是一种简洁明快，切实可行的

算法，可以获得许多新的孤波解 + 我们相信在非线

性波动方程的研究中会发挥出更重要的作用 + 这方

面正在研究中 +
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