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非谐振势 !（ "）’!"( 有着广泛的应用，对其能谱的研究有着重要的意义 )采用超对称量子力学和变分法，求

解含有非谐振势系统的能谱 )
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! , 引 言

非谐振势 !（"）’!"( 在分子物理学、原子物理

学、量子光学、固态物理学等领域有着重要的意义，

因而，含有非谐振势系统的问题一直引起人们的关

注［!—#］)
%" 世纪 $" 年代建立和发展起来的超对称量子

力学（--./），为人们研究量子力学问题独辟蹊径，

从而使更多的有意义的势求得能谱和波函数［(］)
我们在研究中发现，将超对称量子力学和变分

法相结合，是研究含有非谐振势系统问题的一种有

效方法，能够方便地求解出这类问题的能谱；而且，

所得结论更具参考价值 )
本文简要介绍了超对称量子力学和变分法相结

合处理问题的基本方法；运用这种方法求解含有非

谐振势系统的能谱 )

% , 变分法与 --./

假设量子体系的 01234567317 算符为 #，那么体

系能量的本征值可以在一定边值条件下，通过解

-89:;<37=>: 方程
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得到 )设" 满足归一化条件

""!"<# ’ !， （%）

那么，体系在任意状态" 的能量平均值为
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显然，$
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是状态波函数" 的泛函，记作 $
—
（"）)可以

证明［+］，求解 -89:?6<37=>: 方程（!）式等价于解变分

方程
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该式称为量子力学中的能量变分原理 )
在一维量子力学问题中，若要通过能量变分原

理确 定 能 级，首 先 要 假 设 归 一 化 的 试 探 波 函 数

$%（"，&），使其满足 -89:?6<37=>: 方程，即
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其中能级 $
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%（&）可通过下式求出
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而参数 & 满足方程

!$
—

%（&）

!& ’ ") （$）

对于非破缺的 --./［*］，首先应知道基态波函数

""，并且"" 满足方程
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则超势 ’（"）为
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依 !"##$%" 方程，相应的伙伴势分别是
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将 //01 与变分法相结合，由（2）式
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可以看出#%（"，&）便是非破缺的 //01 中的基态波

函数$+，即
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从而，超势为
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其伙伴势为
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由 //01 可知，! &（"）的能级 $（ & ）
% , ’和 ! ,（ "）的

能级 $（ , ）
% , ’以及波函数#（ & ）

% , ’和#（ , ）
% , ’分别满足方程
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并且满足关系式

$（,）
%, ’ ’ $（&）

%, ’,*，（’ ’ +，*，(，⋯）， （*6）

#（,）
%, ’ ’ $（&）

%, ’,[ ]*
*
( (%#（&）

%, ’,*， （*7$）

#（&）
%, ’,* ’ $（,）

%,[ ]’
*
( ( ,

%#（,）
%, ’ - （*7.）

其中 (% ’ !
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如果超对称伙伴势 ! &（ "，)*）和 ! ,（ "，)+）满

足关系［7］
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则称 ! & 和 ! , 具有形不变性 -其中 )+ 是一组参数，

)* 是 )+ 的函数，即 )* ’ +（)+），余项 *（ )*）与 " 无

关 -具有形不变性的系统很容易求出能量本征值，其

方法是构造一个 :$;"<%=>"$> 量序列 -
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- ’ +，*，(，4，⋯，)- ’ +-（)+），即 + 作用于 )+ 共 - 次 -
依照（*9）式和（(+）式有
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我们称 ,（ -）和 ,（ - , *）为一对超对称伙伴 :$;"<%=>"$>
量，除了 ,（ -）的最低一级能级外，它们具有相同的能

谱，由（*9）式和 $（ & ）
% ’ + 可得出 ,（ -）的最低一级能

谱为
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按照上述方法，由 ,（ -）回到 ,（ - & *），,（ - & (），⋯直至

,（*）和 ,（+），于是我们得到（*2$）式的能量本征值为
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4? 含有非谐振势的能量本征值

假设某一系统的 :$;"<%=>"$> 算符为
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其中"为粒子的质量，%为圆频率，&为比例系数，
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( "( ,&"5 - （(2）

即表示一维谐振子在&"5 势作用下的量子力学问

题 -求解方法如下：

令该系统的试探波函数为
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由归一化条件
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将（&)）式和（&(）式代入（)）式，根据（*）式，该系统的

能量平均值为
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由（2）式知，! 满足方程
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将（*4）式的结果代入（&1）式，得到该系统能量平均

值简捷的表达式
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若（&0）式中的% + 4，便归于通常的谐振子情况，并

由（*4）式可得到 ! + /’将其代入（*/）式后正是谐振

子情况的能级 ’

根据能量变分原理得到的能级 #
—

$（ !）显然满

足方程
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按照非破缺 5567 处理问题的方法，应有
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依（/*）式和（/0）式，该系统的超势是
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相应的伙伴势
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其中 ( + !"
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，& %（"）和 & ,（"）具有相同的能级
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将方程（*&）式中的 $ 换成$ , ) 有
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（*1）式两边同时减去 #
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从而得到 & %（"）的第 ) 级能量本征值为
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由（*(）式得到 & ,（"）的第 ) 级能量本征值为
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由于（*29）式中的 $ 可取 4，/，&，⋯一系列数，这样

便可得到一类含有非谐振势%"0 的势，这些势的能

级均可按上述方法确定 ’这类势为

$ + 4：& ,（"）+ /
&&#

& "& ,%"0

%#$&
*
0 !& , /

0!( )& ,#$!&， （008）

$ + /：& ,（"）+ /
&&#

& "& ,%"0

% *#$
&

*
0 !& , /

0!( )& ,#$!& ,#$!
&

(&
，（009）

$ + &：& ,（"）+ /
&&#

& "& ,%"0

% )#$
&

*
0 !& , /

0!( )& ,#$!&

,#$!&
0

& (& % / , (
（& (& % /）[ ]& ， （00:）

⋯
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当 $ + 4 时，为通常的含有四次幂的谐振子情

况，而当 $ + / 时，给出了一个新的含有%"0 的系

统，即一维谐振子受到四次幂势的影响，同时又受到

)3//3 期 黄博文等：含有非谐振势系统能谱的研究



平方反比势的作用，这时系统的能量本征值问题仍

可由上面的方法确定 !对于 ! " # 时，又给出了一个

新的情况，这时势 " $（ #）存在两个奇点，将一维空

间分成了三个部分 !至于 ! " %，&，⋯都给出一些新

的含有!#& 的势，其能谱都可按上述方法确定 ! 因

此，这种方法具有普遍性和实用性 !为求解这类势提

供了一种有效的方法 !
综上所述，我们采用 ’’() 和变分法相结合的

方法，讨论了含有非谐振势!#& 的一类势的能量本

征值问题 !它们的能级都可按（&%）式来计算 !例如，

当 ! " * 时，（&&+）式系统的能级为

$
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其中的 $
—

% $ #（&）和 $
—

*（&）可由（%.）式和（%*）式很容

易确定 !关于这一类系统的波函数，亦可按（*/）式和

（*0）式来求出，此处不再叙述 !
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